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复合材料应力分析的非均匀等参单元
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摘 要

本文提出了非均匀有限元概念
,

推导了非均匀等参单元刚度矩阵公式 作为应

用实例
,

用轴对称非均匀元素计算了复合材料绳索端头的应力分布

一
、

引 言

复合材料是由两种或两种以上性质完全不同的组份材料复合而成
,

具有各向异性与非均

匀性两大特点 目前
,

用于复合材料的有限元都是均匀有限元 即假定在整个单元内部材料

是均质各向异性体
,

忽略材料非均匀性的影响 用这样的有限元计算复合材料应力时
,

所得的

结果为基体应力与增强材料应力的平均值 当增强材料分布比较稀疏
,

而且两种材料的模量

差别很大时 如钢筋混凝土
,

用均匀元素法计算的应力值很不精确 用此结果预测材料强度

将造成很大的误差

为了克服均匀元素法这一缺点
,

本文提出非均匀有限元的概念
,

就是在一个单元内材料性

质是不同的 在某些区域内 如增强材料所 占的区域 材料具有增强材料的性质 而在其他区

域
,

材料具有基体的性质 基于虚功原理
,

从等参有限元基本公式出发
,

运用 积分技术
,

构造了非均匀等参单元
,

导出了非均匀有限元刚度矩阵 作为应用实例
,

计算了截锥状复合材

料绳索端头的应力分布 结果表明
,

这种非均匀有限元对计算稀疏纤维 或钢筋 增强复合材

料的应力分布是十分有效的

二
、

非均匀等参元的构造

等参元的基本公式

非均匀元素刚度矩阵所基于的虚功原理为
。。 ‘。 一 。 右、。 一 〔 丁 一 。,

其中 是体积力向量
, 云为面力向量

,

而 为虚位移向量
,

犯 为虚应变向量
,

为应力向量
,

,

为有边界力作用的边界
, 口 为弹性体体积

,

右上角 表示对矩阵进行转置

公式 中第一项是弹性体应变能 单元刚度矩阵 由这一项产生 下边给出推导非均匀

本文 , 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
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单元刚度矩阵所用的基本公式

单元位移向量为

石
己

占左
己

习 码
‘ , 。 ,

单元虚位移向量为

众

一 艺 、
· ,。 分, ,

其中 娜” 与 占群” 为单元节点位移向量与单元节点虚位移向量
,

砰
, 为形状函数

,

其表达式可 由

文献
,

中查到
,

及为单元节点数
,

右上角的 。 表示单元

单元应变向量为

“ , 一 艺 荟
· , 李

·, ,

单元虚应变向量为

。 ‘· , 一 习 。
· , 。 荟

·

其中 州日 为单元应变矩阵

单元应力向量为

少
‘

一
‘ ‘

式中
‘ , 为单元弹性矩阵

,

或称为单元本构矩阵

将 与 式代人 式的第一项
,

得到

见 ,, ‘ , 一

, 、 、

点
、 、

、
·‘· 〕 “ ’

‘

”
‘

口忆‘ ’

气急
”’

‘ ’

,
‘ ’ ‘“

·

、‘护、了、、夕
,

了、了了、

其中 口“ 为单元体积 单元节点位移向量 昨 , ,

对于不同类型问题
,

有不同的表达式

对于平面问题

奋
‘ , ‘ 李

‘ , , 。万
‘ ,

对于轴对称问题
口 , 李

‘ , , 。杏
‘ , 了

对于三维问题

李
‘ , ,“ , , , 犷, , 留杏

‘ , 了

单元应变矩阵 川 ” 的表达式为

对于平面应变或平面应力问题
、矛龟

己亡
矛‘矛、

、声
、

翅。
。

丝御
沙胜、、了矛‘、、

‘ ,
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对于轴对称问题

全,

对于三维间题

旦丛、
“ ,

尸
口汉丝

、
“ ,

口

旦丛 、
“ ,

、、、、声八只︶乃︸
矛几、才‘、了甲扭、

单元体积的微分 穿
‘ , 的表达式为

对于平面应力问题

口 一 占 刀 ,

其中 为厚度 对于平面应变问题

口
‘ , 夸 刀

对于轴对称问题

口 一 二 万 刀 ,

其中 为半径 对于三维问题

己口
‘

夸 刀 刃
,

其中 夸
, 刃 与 乙为等参坐标变换的局部坐标 了为雅谷比行列式

,

对于平面问题

雅谷比矩阵的表达式为

鱼 处
, 一

督霎
对于轴对称问题
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一公一伽一毋一靳

︸了

对于三维问题

,

山一欠一伽价工戈

壑灭处伪御一火一欠一嘶击一戈

等参元的坐标变换式与 式中的位移插值公式具有相同的形式函数 研
‘

对于平面问题

研
‘ ,

‘
对对

,

砂,吧
·

艺间
︸

广

对于轴对称问题

到尹仕百

对于三维问题
口 , , ,

,

研
‘ , ,

。 。

·

名

非均匀元素矩阵

构造非均匀元素刚度矩阵与应力矩阵的理论基础是能量等效原则与复合材料混合律 形

成非均匀元素的方法是
,

在对研究对象进行有限元分割时
,

将增强材料安置 在 通 过一 系 死

点的线上 于是
,

这些 点上的材料就具有增强材料的性质
,

而其他点的材料则具

有基体的材料性质 在总体上
,

这个元素的材料性质必须满足复合材料混合律

一
,

其中 为常规均匀元素的等效本构矩阵
, , 与 , 分别为增强材料与基体材料的本构矩阵

为增强材料的体积百分数

下边据根能量等效原则与均匀应变假设推导非均匀元素的本构矩阵 留

将公式 , 右端的
‘ , 矩阵分别用均匀元素本构矩阵

‘

与非均匀元素本构矩阵 护 一
。、

·

代替
,

进行 积分
,

并令二者相等
,

于是得到

对于平面应力问题

艺 习
, 产, 。 , , 、 了

,

丫 ,

一 艺 万 。‘ , , 。 了 ,
,

, 甲 , 附 、 ,

夕
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其中
,
仔为 点号码

,
,

, 为 点数
,

伽 与 甲伪 为 积分权函数
, ,

夕 为

点
,

妇 处的厚度 对于平面应变问题

叉 习
, , 。 ,

, 。 ‘ ,
, 甲 才 , 附 ,

户

一 另 习
‘ , 、 ,

·

对于轴对称问题

艺 习
。、口 。

,
, ,

,
, ,

,
、 , 附 、

一 艺 艺
。 , 。,

, ,
, 、 才 , 邵 ,

,

其中
,

们 为 点
,

的径向坐标 对于三维问题

艺 艺 习
, ,

,
, 、,

,
,

,
, , 砰 , 。 ‘

一 习 艺 艺 及 了 。
, 。, , , 附 。 附 ‘

公式 中的 。
, 宁 与

, 宁 ,

是 点的函数
,

不同 点有不同的值 这

样就使元素非均匀化了 为了使这个非均匀元素的材料性质满足混合律 式
,

必须对各

心 点的权函数进行修改 这就是附加本构因子 御 与 “ , ,

起的作用

将 式代人 式
,

可以得到上述四类问题的各 点上的附加本构因子 脚 , 与

街 , 对于平面应变问题与三维问题
,

与 。 仅依赖于 点的位置与 巧 对平面应力

问题
, , , 。

还依赖于不同 点的厚度 , ,

对轴对称问题
, “ , 。 除依赖于 与

点位置外
,

还依赖于 点的径向坐标 , ,

的

于是
,

我们得到了满足复合材料混合律的非均匀元素的本构矩阵 对于平面问题与轴对

称问题

口育, , 口
, 宁 ,

对于三维问题
, , , , , , , ,

由公式
,

非均匀元素刚度矩阵 的计算公式为

, 一 。 。

。 ,一 」·。。》。。 ,一 〕‘。
,

非均匀元素应力向量的计算公式为

一
、

客
” 一“ ,一

·

三
、

截锥状复合材料合成纤维绳索端头的应力分析

合成纤维绳索接头与固定端往往是最薄弱的环节 为了充分发挥绳索的承载能力
,

必须
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解决绳索的固定问题‘’

’ 为此
,

我们在实验室研制了用树脂加固的锥状绳索端头【, ,

即把绳索

的纤维束打散成刷子状
,

然后浸人树脂
,

固化成截锥状头部 作为非均匀元素的应用例子
,

用

上节推导的轴对称非均匀元素计算了应力分布
,

比较了均匀模型与非均匀模型的计算结果

材料模型

基体材料 基体材料是聚醋树脂 为增加其刚性
,

在里边掺人少量短玻璃纤维 它

具有各向同性材料性质 其本构矩阵为

。

, ,

, ,

,

飞阵叭,

称
对

其中
。

一 ,

,

一 ‘ , ,

一 一 ”

一 ,

根据实验结果
,

取 一
, , 斗

绳索纤维束材料模型 绳索纤维束是横观各向同性材料
,

其轴向模量比横向模量大

得多
,

并且比基体材料模量大得多 其本构矩阵为

,认,,,
, ,

〕 ,

‘

︸

对称

其中
。 万 ,

八 云
, 。 〔 一 。 一 , 愁

, , 二 ,

,

一 , 二 ,

, 。 飞
, 二 ,

, , 。 ,

一 口
‘ ,

,

一 矛。
二 ,

。 , 二 。 一 。 一 , 乙
,

其材料常数为
, , 二 , , , · , 。 , · , , , ” 。

·

整个复合材料截锥体的纤维束的体积百分数的平均值约为 巧 巧 肠

纤维束方向与圆锥轴线方向不一致 二者之间夹角由圆锥角 。 与螺旋角 组成 通过如

下两个坐标变换可以将局部坐标下的本构矩阵式 转换到整体坐标上

〔 。 ,



中 国 科 学 辑

〔
。 “ ,

其中

,‘

招日日

, ,

, ,

,

口
,

, 滋 日
,

, ,

, ,

坛 “ , ,

“ , ,

,

’乡
,

,

一 日

一

日

口一 , 叨

口﹄

︷口

,

,

,

一
,

— “

。

一
名

一一口了

在本文的计算中
,

取螺旋角

有限元网格

图 有限元网格

采用八节点四边形等参元素 图 是复合材料截锥休的有限

元网格
,

小头直径为
,

大头直径为
,

长度为 假

定纤维束位于靠近轴线的第二列元素之中
,

通过 自然坐标为 夸

一 的 点
,

采用 积分术

边界条件分为位移边界条件与载荷边界条件两部分 位移边

界条件是对如下三种固定情况进行了计算
。 截锥体的大头侧边缘固定

,

截锥体的小头侧边缘固定
,

。 截锥体的整个锥面固定

加载条件是
,

为模拟绳索加载
,

假定均匀分布的拉应力作用在

小头靠中心的两圈元素上
,

总载荷为

计算结果与讨论

对有纤维束与无纤维束两种情况的应力进行 了 计 算 图
,

与 分别为三种固定条件下
,

无纤维束存在的截锥体内的应

力分布曲线 应力值是靠轴线第二列元素的元素平均应力 图
,

与 为三种固定条件下有纤维束存在时的应力分布曲线 纤

维束位于靠轴线第二列元素中 对纤维束上应 力与单元平均应力作了对比 应该指出
,

纤维

束上的应力为 点 请看图 的应力值 图 到图 中的横坐标是从锥体小头端面

起的轴向距离 纵坐标为应力值

可以看出
,

对于所有情况
,

小头的应力值均比大头的应力值大得多 对比三种固定情况的

曲线
,

大头固定时
,

轴向应力 的变化梯度比其他两种固定条件下的
二

梯度小得多 关于纤

维束上的应力与单元平均应 力的对比
,

从图 到图 可以看出
,

纤维束上的应力
二

比单元平

均应力值大很多
,

这是因为我们假定纤维束的纵向模量
二

为基体模量的 倍 而比较它们

的剪应力 , ,

时
,

发现二者差别很小 这是由于两种组份材料的剪切模量 有相同的值的缘

故
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径向应力
名侣通月卫

︵压芝︶古

二
艺 仁

以、︵己芝﹄古

轴向应力
剪应力

︵讨芝、亡︵己芝︸古

图 无纤维束端头应力分布 大头固定

︵舀芝︸古

一

司

户考芝气七

八
‘

,舀铀向应力

一

剪应力

‘
︵己芝耳亡︵己芝︸古

图 无纤维束端头应力分布 小头固定

为研究纤维束所处的位置 , ,

们 对应力分布的影响
,

也计算了纤维束处于靠轴线的

第 列与第 列元素中
,

自然坐标为 夸一 一 时的应力值 将结果列于表 应该说

明
,

在这三种情况下
,

各元素内的纤维体积百分数 巧 均为 巧 巧多

由表 可见
,

当纤维束非常靠近轴线时
,

即它处于第 列元素中时
, ,

的计算值比它远离
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周向应力石
,皿己

径 向应力

剪应力

︵州几芝︸心

名石刀名石

︵招芝︶亡

抽向应力

︵己荟飞﹄

刀刀内

付芝︶七

气

图 无纤维束端头应力分布 锥面固定

︸

︵己荟︶哮

习

此

︵己荟︶
﹄

轴向应力
剪应力

此
︵己芝、亡

纤维束
纤维束

护

︵己荟︶公

图 有纤维束端头应力分布 大头固定

轴线时的结果大很多 其原因有 因为均布外力分布在小头端面靠轴线的两圈元素上

根据轴对称有限元的特点
,

当 巧 一定时
,

为满足混合律
,

纤维束愈靠近轴线
,

它的附加

加权因子 值愈大
,

它对非均匀本构矩阵 留的贡献愈大 反之亦然
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石﹄甘

己芝︺心

名二
·八

产己芝︶右

剪应力

纤维菜六己芝︸占

轴向应力

纤维束
,己荟心

图 有纤维束端头应力分布 小头固定

、门山

﹂
‘

工﹂﹃名

⋯匀芝︶弓
碑八

令﹄荟︶古

】

艺

卜 轴向应力

忍

剪应力

纤维束

石

︵门芝︶心

纤维柬
己芝勺心

图 有纤维束端头应力分布 锥面固定

为研究复合材料端头形状对应力分布的影响
,

计算了长端头情况
,

即把截锥状体的长

度加大一倍
,

其他尺寸不变 由于长短两种情况的 点的相对位置发生尊变
,

对应力最

大单元的五个应力点的应力值列表进行了对比 表 中的应力值为非均匀模型
,

纤维束处于
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表 复合材料端头中应力计算值

材材料模型型

飞赢群黔一一
大头固定定 小头固定定 整个锥面固定定

与与与与与与与
纤纤维束位置置置置置置

无无纤维束束 单元平均应力力
。

第第 列单元应力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力 艺艺艺 盆盆

单元平均应力力
。 。 。

非非均匀模型型
吕吕

纤维束应力力
。 。

纤纤维束位于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于第第 列单元元元 单元平均应力力
。 。

中中的应力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力
”” 纤维束应力力 一 一

。

一
。

单单单单元平均应力力 一
。

一
。

,, 一
。

非非均匀模型型
,,

纤维束应力力
。 。

气

纤纤维束位于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于第第 列单元元元 单元平均应力力
。 , 。

中中的应力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力
纤绍束应力力

。 。 。

单单单单元平均应力力
。 。

非非均匀模型型 『留留
纤维束应力力

。 , 。

弓弓

纤纤维束位于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于于第第 列单元元元 单元平 均应力力
。 ,

弓
。

中中的应力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力力
了了了 纤维束应力力

。 。

单单单单元平均应力力
。 。 。

表 长短两种端头纤维束应力的比较

应应力点点 应力值值 大头固定定 小头固定定 整个锥面固定定

短短短短短 长长 短短 长长 短短 长长

刁刁刁 二二 。 。 。 。 。 。

公公公四四 , ,
。 。 。 。

一 ‘‘‘‘‘

口
。 , 。 。 。

弓
。

曰曰
。 。 。 。

弓弓
。

叮 ,, 。 。 。 。 。

丁丁丁 吞
卜卜 。 。 。

公
。

才才 。

弓,,
。

】
, 。

公公公 一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

召召召 声声 。 。 。 。

公公公 ”” 一 一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

第 列元素内
,

纤维束上的应力值 图 表示了这些点的位置 表 与图 到图 中的纤维

束应力均为 鸽 点 的应力值

由表 看出
,

三种固定条件下
,

长端头中的
,

与 三点的 。二

应力值都小于短端头的结

果
,

而 与 两点的 值却情况相反 另外
,

加长端头后 的最大值反而提高
,

对强度不利
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二
。

。

了 纤维束 二二二

月
,

山

图 纤维束与 点位置

四
、

结 论

本文提 出了非均匀有限元的概念 从虚功原理出发
,

采用均匀应变假设
,

推导了四种情

祝的非均匀元素刚度矩阵与应力矩阵计算公式 这个元素不仅符合能量等效原则
,

也满足复

合材料混合律 对计算稀疏增强复合材料的应力分布十分有效 比传统均匀元素的计算结果

精确得多 对平面应力问题
,

此种元素还可 以计算厚度不均匀性问题 例如稀加筋板属于这

类情况

作为非均匀元素的应用特例
,

计算了截锥形复合材料绳索端头的应力分布 计算曲线

充分显示这种非均匀元素的优越性
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