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论简化 方程组

高 今
中囚科

‘

六充 力学 。尸三奸 , 北 呀刃

摘 要

本文论州呈简化
一

方程组 二 ,

矛用十种 分析

流 动并简要分析 已知完全 。、 一

方程组 精确解的八类流 动

表明 不 同 结果之间的实际差异能够大大超 出
一

量级的理论误差

范围
,

甚至给 出不 同的流动图案 因此
,

的枯性项如何取舍值得重视 内外

层 匹配 钊 和薄层二阶 闪 的解在八 头流动情况下均与 的精确解

完全一 致 而所有其它 的解则与 的精确解不完全一 致
,

乞们的解在

不少情况下实际就是经典边界层理论 的解 内外层 匹 配 包含 了法向轴相对

流 向轴剪切的剪应力项和法向轴伸缩的法应力项以及与该法 应为项 同 量 级 的 粘 性

项
,

且对惯性项和粘性
一

惯性项相互关系的处理较合理
,

故在力学上和数学上都比较

可取

一
、

引 言

了
丁

流体 力学和计算流休力学的研究中
,

近十几年来
,

捉出和发展了一种简化 、 一

方程组
,

或称薄层近似
,

或抛物化或部分抛物化等
一

砍 方程组理论及数值

计算 诸 的计算同时包含了无韦与流和枯性流在内
,

但它们的数学 性质与完全

方程组 的数学性质 不同 囚此
,

对工程感兴趣的高宙 港数 外部和内部绕

流
,

刘
一

中等 。 数流动
,

就有二种从木求解理论
,

即
· 完全

·

卜 方程组

物面附若 关件 , 远场封 闭边 界条件 ,

二 方程组
一

吻闰不可渗透杀州

远场条件与 刁 司

力一
、

胡门 些界
一

去及 典改迸 万爬组

物 附 不, 杀件 与 刀

池场 决件为 玉。 方程组物 川 解 ,

简化
一 、, 。、 方不

‘·

红
少

物而附着条件与 八 同 ,

远场初仇
、
边 吸 决件 与 同 下 片不封闭

、了、卜、

心

对千给定的流场和选定的坐标系
,

形式唯 一
,

方程组形式唯一
,

边界层方

释织形式唯一 然而 却可能有形式不同的好多种
,

这是因为简化 的原则有好多

种
,

囚 而 的形式和称呼也有好多种 查阅到的已有薄层一阶 仁“ ,

抛物化

方程组 〔 〕,

粘性层 呈多, ,

内外层匹配 〔 , 、苏层二阶 ‘, , ,

三

年文 年 斗 月
‘日收到

, 了年 任月 日收到修改稿
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第 期 高 智 论简化
一 ‘。 方程组 邓

种部分抛物化
一

方程组 〔‘
, , , 即略去粘性应力对主流方向的偏导数项

,

略去流速分量对主流方向二阶偏
一

导数项以及略去粘性项中所有对主流方向的 偏 导 数 项 等 三

种
,

部分抛物化涡量
一
流函数

一

方程组 ‘ 」以及
一

薄层

近似理论 〔 等十种 因此
,

不论从力学还是从计算的角度
,

一个有实际兴趣和学术意义的问题

是 这些不同的 彼此到底有无差别 从对二个数值的研究比较 〔 , 和对精确解的分

析中 琦 ,

川 发现一些不同 的结果之间存在值得重视的显著差异
,

因而
,

做进一步的研究

很有必要 这个问题的解决需要进行三种互为补充的学术研究
,

即 大量的数值比较判断

诸 的优缺
,

但需注意数值耗散与弥散以及计算方法及格式选取等带来的问题 理

论分析和 精确解研究
,

即对 已知 精确解的诸流动
、

把诸 加以考验
,

以判断

诸 的优缺 本文采用 和 的方法
,

首先以沿曲壁的流动为例把 加以分

类
,

并用十种 详细分析
一

流动
、

提出十种 研究已知 精确

解的八类流动的主要分析结果及结论

二
、

简化
·

方程组 诸理论

为了分类和说明 诸理论
,

今以沿曲壁的二维不可压缩流动为例 引进曲线正交坐

标系统
, ,

见图
,

相应的流速分量为 “ ,

和 “ , ,

轴

沿壁面方向
,

在此坐标系中
,

不可压 为

竺 巫 十 兰 旦兰 望
月 , 口 , 己

竺立 一 ‘丝 月夕 、
月 口

口

口叮

少
二 , ,

那 , ,

。 口
,

入

一
柳 、不

,

一

图 沿由壁的粘性流

些 丛 丝立些

口 ,

从
从 斌 口 八

百 一 二万二 卜三 一

十
月 打

口

己 月 , 月
孚

二丛
, ,

日
二 一 气二 拌门 门 ‘ 拼
口 瓮

一

瓮
·

连续性方程为

赢 最从一 ,

最
一 , 」

一
,

其中
“ 、

— —
加卜

玩 宁,

“

从从 口

,

一 生 巫 十 生 丛
从 叮 口宁

户分别为密度和压力
, 产 粘性系数

,

,

一 夭叮 了 ,

从

生 匹 十

从 口

口 , “

, 口

从刀 , 。、, ’

月 叮 刀 口宁,

应变速度分量 若 宁,

点的壁面曲率为 权宁 ,

则,执
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中 国 科 学 辑 , 年

十种 如下

薄层一阶 〔 理论假定曲壁附近的整个流场为一薄层
,

流场特征量阶为 二

叮,

川内
, 。 “ 。 小 乙 一功 ,

几“ 。 拌 。 ,

是特征长度
,

指来

流条件 理论约定保 留 中的全部惯性项
,

略去小于和等于
一

量级的粘性项
,

故薄层一阶 的左端与 的左端一致
,

右端则为
二 , 一 。 夕钩

,

角 一

乏
弓

这 里
,

指第 个动量方程的右端项
,

足标 指薄层一阶 对其它的
,

采用类似的记号

抛物化
一 。 方程组 〕 假定整个流场为一药层

,

但特征量阶为 “ , “ 二

一 , , 一 那 那。 一 叮 一
,

一 一‘ , ,

在 和 式中略去小

于和等于
一

量级的项得到
,

的左端与 一致
,

右端为

一
护叭

”万垂
、、 、、 一 二

沙粤一

〔 ’ 粘性层 〔长这仍是药层模型
,

保留 中的所有惯性项
,

在切向动量

方程中略去全部小于 ‘
’

勺 量级的粘性项 在法向动量方程中略去全部粘性项
,

故

枯性层 的右端为

那 口
, 口

从

豁
·

’ 一 。
·

内外层匹配 〔钊 理论把整个流场分为两层 贴近曲壁的粘性层和外部无枯层
,

特征
一

脸阶在外层是 价 “ 。 确 呱
, 乙 一 小

,

在内层是 “
‘ 乙 川 拜二

, 价 呱 一 价 一 ‘倪 该理论表明 同时适用于内外层 旦在两层连接处满

足光滑过渡条件的方程组
,

就是在 中略去小于
一 鼠级的粘性项而得到灼方程

组
,

故内外层匹配 的左端与 一致
,

右端为

“ ‘ , 。

一 裁众
“

号筑
·

,

一臀奈
一

内外层匹配 是作者在 年提 出来的〔们

薄层二阶 ‘习 理论的假定及处理与薄层一阶 川 完全一致
,

但粘性项保

留到
一

量级
,

因此
,

薄层二阶 在形
一

吮上往往与内外层匹 配 一致

部分抛物化
一

方程组
, ‘ , , , 第一种 二 是 了已

,

能 淤

诸 方程写成强守恒律形式 川
,

假定粘性应力对主流方向的偏
一

导数项
一

与对法向的偏号数项相比

可以略去
,

对 和 式
,

这种 的右端为

汤
,

一 。 夕丛 立 犷丛、 鱼巫
,

要
, , 子月 口价 」

‘

“

一 鲁
一

筹会
一

鄂
’夕

第二种 略去流速诸分量和温度对主流方向的二阶偏导数项
,

故对 和 式
,

第二种 的右端为
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第 。期 高 智 论简化
一 ‘ , ,

方程组

一刁丝师那 立 恤
宁 月

十 毯 月些 吮
一

丝欠
了 口叮、 叮

、尸曰
‘

,白。,

一 那

瓷
瓷 旦

一

丛 丛 匹 兰 卫全
圣口叮,

川 叮,

口 ,

丝塑,

口口 ,

第三种 是略去粘性项中所有对主流方向的偏导数项
,

故对 和 式
,

第三种

的右端为

‘

一 会
‘ ’

一 会

立 丛卜 丝 丝
,

叮 , ,

一

卫 丛
一

、一 竺 业
, 、

川 内

劝 部分抛物化涡量流函数
一

方程组 不可压缩二维和轴对称

的一个简便解法是用涡量和流函数替代原始速度变量 是指在涡量方程中

略去祸 鼠相对流向的二阶偏导数项而保持椭圆型流函数方程不变 相应于方程组 一

的涡量
一
流函数方程组为

日乙 那 「 了 口乙、 口
二 ,

口乙、
, 二一一

一 — 一一 电一 一
一 】月

—
一 月 —, , 口口工 口 口

价 一 一互
,

其 协
口“ 日

‘ 一 二二一
二

几

一 万一
月 一 ,

。

口山 口沙
丁一一 — — “ , 一

— — “
,

亡是
。
方向的涡分 鼠

,

山流函数
,

相应于方程 的 为

二 丝
。 ,

匹 一 二 卜 、丝丝 十 立
,

丝、
, 口 , 一 , , 口孕, 叮, 一

口

斗

价
一 、 薄层近似理论 理论假定每一坐标方向均为边界层方程

,

故薄层近

似方程组的左端
一

与 的左端一致
,

右端则为

一 。

粤
, 。 一 。

粤芝 二

虽然 卜种 是按照不同的简化原则 〔, 一 ”简化 得到的
,

但它们有共同之处
,

目

它们 都包含了全部惯性项
,

都包含了 方程组以及经典边界层或二阶边界层方程组
,

就是

说它们都能够准确描述流场中的无粘流动区和粘性流动区 不同 的区别在一些粘性

项上
,

虽然按照经典边界层理论
,

这些粘性项小于或等于 。 一
量级

,

但不同 的结

果之间存在显著的差异
‘。一“ , ,

研究这些差异的内容和起因
,

即能够对诸 的优缺作出判

断
。

三
、

诸理论用于分析
一

流动

由一线源或线汇引起的
一

流动已有很好的研允 「“ , ‘ , 在圆柱坐标系
, 夕,
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,

设线源 或线汇 位于原点
,

见 图
,

流动限制在 日 士 的楔内
, 。 , , 。。 和 “ 二

是三 个连度

遏
,

由于 。。 “ 一
,

故完全
一

方程组和连续性方程分别是

中分

。
,

卜 她 一 上 少
, ,氏

。

口 口 口

十
一

旦
口

一 一

夕
口夕

十 趁
口夕

, “
尸 · 一 。又口。 ,

,
·

环 。户臼刁口

。 。。 。 , 。 ,

」

口

口 ,
。 一

其中
犷 , 。

口
,

朋 一 些
,

飞幼

图 土 一 “ 、, 。
汇源粘性流

, 口乡 ’

, ,

凡。 和 饰。是应变速度分量 按照 诸理论
,

诸 的左端均与原始方程组

和 的左端一致
,

诸 的右端分别是

对薄层一阶 〔习

王 ,

一
那 口 “

口
’

于 一
,

对 〔

对 粘性层 ‘ 〕

丈诬 ,汽
一尸那一尸

一一

一
,

目口刁一口知
一尸

对内外层匹配 〔们和对薄层二阶

, 一

拼 口 价
,

·

口白, ’

,

召 口 “ ,

,
·

口 ’ 一

〔,

斌 ’和 景 拜凡。 后
,

右端项为
。一击对第一种

,

略去粘性应力对流向的偏导数

一
乒 口“ , 邵“ ,

拼 口
,

一 —
一二一

一 一

—
十

一二

—
,

犷‘ ‘ 日公

丈 , , ,

一
斗那 口“ ,

,
·
“ 口口 ’

后
,

右端项为
倪一尹一日︸

尹

‘

对第二种
,

略去流速对流向的二阶偏导数项

。 一
, 工,

一 里气口邵

日
’

对第三种
,

略去粘性项中所有对流向的偏导数项后
,

右端项为

。。 ,
户 口

,

口
‘

“一尤一
勺‘一

互尸
群一尸
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第 期 高 智 论简化
一 ‘ , 方程组

对 〔 ,

相应于方程组 一 的部分抛物化涡量方程是
“ ,

口‘ 一 竺
犷

匹
口

对
一

薄层近似理论
,

右端项为价︸口刁口一
其中 乙 一

壬 一 一
。脚一沥那一尸

今假之
“ ,

一 些 。
,

厂

日 为无量纲函数
,

连续性方程 自动满足
,

引人新变 甩 和 了

日
一

, 欠 一
“

, 宜

把 和 式代人 一 式和诸 中
,

利用交叉微分消去 玉 力
,

得到如下的非线性三阶微分方程式
”‘ ’

又 , ’ ,

其中 “ ,
, 拜 ,

对于内外层匹配
,

薄层二阶
,

第一种 和
,

又 一 对于薄层一阶
, ,

粘性层
,

第二种
, 一 二

薄层近似理论以及经典边界层理论
, 又 一 叱 对第三种

, 兄 一 三 对
, 、 二

一 在两壁上 一 士 ,

有

一

在中心线 一 上
,

有

一
, “ ,

一 “ ,

冰

方程 满足壁面和中心线条件 和 的解
,

可表示为如下的积分形式

川

一
· · ‘ ‘” ‘·’

‘
」

‘ ’

竺中 为积分常数
、

称为剪应力常数洲
,

可利用条件 劝 式来确定它
,

容易证明 一

即 与壁面剪应 力平方值成正比 若流速分布无分歧 权
,

由如下的积分确定

“ ‘ 一 ‘, 香
· ,‘· ‘十 ‘ , ‘一‘

」
‘

飞止

若流速分布有一分歧点
,

即 厂
。 一 。 。 铸

, 士 ,

由如下的积分确定

一 ‘ 一一一一一一一卫

—
一

护么
, , , ‘ 、 , 、 , , , , , 、 内 。 , 人“

认 一 少卜下 “ 从 以 十 厂 十 凡
一

子十 叶

厂”

宁

—
一一

“ ’。 ‘ 一 ‘, 普
· ‘ ‘” ‘·’

‘ 」
“ ’

三
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积分 和 或 即是 和诸 以及边界层方程组关于
一 、

流动的形式解

四
、

分 析 与 讨 论

山解 和 的 或 知道 内外层匹配
,

薄层二阶 以及第 一种

, 的解 与 的精确解完全一致
,

因此
,

它们都可精确计算
一

流动 包括

壁面附近的流动分离和倒流 其它七种 的解则均与 的精确解不一致 具体分

析如下

对于近平行壁即 “ 、 和 不太大的情况
,

在积分解中略去包含 和 少 的项
,

则

积分式
一

灼 和 可准确求积
,

得到如下结果

一 、,
,

·

一 “ ·

一 卜况 厂 , 又

这表明对 。 、 和 不太大的情况
,

诸 的解均与 的精确解一致
,

此时的速度

分 布为 、, 抛物分布

很小
, “ 不很小的情况

,

在积分解中略去包含 的项
,

但保留包含 少 的项
,

于是

幻 和 式可准确积分
,

得到

一

。 了五
。 ,。 一 。

了五 一

一 。、 。

了瓜 一 。 一 。

丫五
斗

达是蠕动流动解 对
,

内外层匹配
,

薄层二阶 和第 一 种 五 又一勺

以及第三种 、一
,

当 。 二

了丁时
,

流动在壁面 分离并出现倒流 在薄层一阶

, , 、 粘性层
,

第二不,‘ , 二, 一

薄层 近 似

等 七种 以及经典边界层解中不存在壁面流动分离
,

不存在倒流
,

见图

很小和 很大的情况
,

当 又 铸 时
,

假定包含 扩 的项很小
,

但包含 的项不小
,

略去包含 岔 的项 当 又 时积分解中不存在包含 少 的项
,

故积分式 的一 分别简

化为

一 丈
‘

斗一一、
宁

兰

。 丫
宕 ‘

又
一

了““ 一 。

币 二万汤
沂

十 厂十 瓦 ‘忆
斗

‘ 刃 又 汀沂 「。

一

长 一

—
二 二 一 一

—— 十
月

。

以 一 丈 厂
一

卜 十 人 川
‘ “

一
诸
十

一

其中 尺 一 。 ,

对负
·

收缩渠道汾己动
,

‘
·
‘》 , 口寸

,

“直渐近至区直线 ‘

一
一

这是 。垃 。〔, 习 最先找到的边界层近似
,

见图 斗 对正 。 扩张架道流动
,

八 、

时
一

卜降到零
,

因 一 ’’
,

故流 动在壁面分离
,

超过分离点
。

,

出现倒流

应当指出
,

积分解 一 多 是薄层一阶
, ,

二元 粘性层
,

第

二种
, 一 、 薄层近似理论以及边界层理论对任 音 。 值的普适解 由于积分

解 斗 一 斗习 不显台
,

故典应力常数
,

速度分布以及分离参数 屯。
对任意 “ 值均汉与
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第 期 高 智 论简化
一 ‘

方程组

鲜 “ 。 , 收缩流 一 —扩张流

口嘴
八户

兀一

了厂﹄

卜、‘、

一
﹄

厂门︸

,

尤一

恻一

已

一

一

岁
一

图 “ ,士 一曰 ‘

卜蠕动流 《 内外
层匹配简化 方程以及完全 方程给

出的速度分布
曲线 , , , 和 分别对应半楔角 “ 为

“ , 。 ,

“ ,

和
“

曲线 分布 是薄层一
阶 , 五 , 粘性层 第 三 种
一〕一, 元 以及 ‘ 几

飞 薄从近似方程对任

意 。 值给出的速度分布

一 一

图 剪应力常数 引随 、 的变化关系
对内外层匹配简化 方程以及完全 方程 ,

一 , 。 又寸薄层一阶 , 五 ,

粘性层 第二种 , 。·

”‘ 薄层近似方程 , “ ,

为“

之曲线 , 图中 , 和 为分离位置

心 有关 然而
, 又 一 斗 的精确积分解 一 表明 剪应 力常数

,

速度分布以及

分离参数 。 均与双参数 “ 和 有关 分离参数 随 的增大而减小
,

见图
,

亿界或称分离压力梯度工‘ 是

那
,

口 , 口 户

—
气口 —

, ‘ 一 七 —又 又 , 【 〕

。 。 ,

八件,白产︸

匕二 到 土子一一匕
一 一 一

一 一一 一土 兰

一

吕刀
一 回流

图
一

流动之速度分布

半楔角
汀

, 、 ,

二
一

不 , ’、 “ 尸 “ “ 一 ‘ 拜 ’ 下之 “

为汇流 ,

为 源 流 汀 。 近 似 为
一 分布 , “ 二

·

为分离速度分布
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〕 中 阅 科 学 辑 了 乍

对 。 为
。 , 。 , 。

和
。 ,

准确积分解 一 给出的 值分别近似等于
, ,

和 积分解 斗 一 约 给 出的 值近似等于 , 〔切 对 。 为
。 , 斗 〔,

和
。 ,

分离

参数的相对误差 , 一 。 。 。 。

分别等 于 多
,

多和 并
,

这里
, 。

是

精确分离参数
,

即积分解 一 在 又 一 斗时给出的结果
, 。 是积分解 劝一

给 出的对任意 “ 值适用的分离参数

幻 图 给 出 一 兰 时的速度分布
, 。

、
,

流动出现分离 。 一 爪 的速度
斗

分市 与
一

速度分布含, 斗 ‘ , 了的差异是很明显的
一

的速度分市

是薄层一阶
, , 、 粘性层

,

第二种 和
一

薄层 丘

似理论以及经典边界层理论在 。 为任意值时的普适速度分布

五
、

力学解释与结论

下面针对诸 分析已知 精确解的八类流动的结果 见表
、

对 进行

力学的解释 这八类流动包括了经典边界层流动
、

分离流 与倒流
、

再附驻点流 包括旋转 再

附
、

旋转流
、

剪切流和自由射流
,

它们具有代表性
、

也是构成复杂流动结构的基元流动 因此
,

诸 研究这八类流动得出的结论具有一定的普遍意义

表 诸简化
一 。

方程组 解与完全
一 ‘ ,

方程组 精确
解比较 不一致指 的速度和压力解两者均与 的精确解不一致

,

或仅压力解与

精确压力解不一致

流流动动 二维和三维驻驻 旋转圆盘附近近 注 应 轴对称叹叹

点流动动 流动动 的流动动 工玉 流射流
’门门

冈 流动动 流动动 旋转流 “ 〕〕〕

理理佗

薄薄 公一阶 挤
’〕〕 不一致致 一致致 不一致致 不一致致 不一致致 不一致致 不一致致

五〔月月 一致致 一致致 一致致 不一致致 不一致致 一致致 艾泛一致致

工 钻性层层 不一致致 一致致 不 一致致 不 一致致 不一致致 不 一致致 不一致致
工 〕〕〕〕〕〕〕〕〕

内内外 ”匹配配 一致致 一致致 一致致 一致致 一致致 一致致 一致致
乃 飞

薄薄层二阶 砂
, 」」 一致致 一致致 一致致 一致致 一致致 一改改 一致致

第第 一类 〕〕 一致致 一致致 一蛋女女 一致致 一浪浪 一 父父 不 一 ”戈戈

第第二 龙 川
,

一致致 一致致 一致致 一致致 不一致致 一致致 不
·

致致

第第三类 一致致 一致致 一致致 一致致 不 一致致 一致致 不一致致
一工 、 ,丫、以 ,

一致致 一致致 一致致 一致致 不 一 致致
薄薄 丢近似似似似似似似 一玫

⋯
牙二一致致

五〔 不一致致 一致致致 不一致致 不一 致致 一 不一致致

关于惯性项 按照经典边界层理论的量级估计
,

惯性项有时可能是 。 一

甚至
一 ,

量级
,

如在层射流情况下 ,
,

法向动量方程中的惯性项 诵 在射流轴线 日一 附近

即为
一‘

量级
,

这里
, , , , 甲 构成球坐标系

,

射流对 一 。轴为对称流动 但惯性项为非

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



第 。期 高 智 论简化
一 , ,

方程组

线性项
,

故不能根据它们在某些局部流动区域为小量
,

而略去它们对 人范围流场的非线性影响
,

如在 。 一

一 丫局
, · ‘ 的圆锥面附近一、

· 远大于切向惯性项 。

舒
·

、

都保留了全部惯性项
,

即诸 都包含了 方程组
,

这是十分必要的
,

这也是

区别于经典以及高阶边界层近似理论的一个主要特征
,

同时也说明合理的 理论
,

应当自然地包含了所有的惯性项在 中
,

而不应是人为地约定保留所有惯性项

关于粘性项 按照边界层理论的量级估计
,

诸 之间的区别仅在一些 。 一

量级的粘性项上
,

通常认为 一的 量级粘性项的影响可以忽略 但正如文献 〔 一 以及

本文分析所表明的
,

诸 的实际差别能够超 出
一

量级的范围
,

甚至给出不同的流动

图案 如对
一

流动
,

薄层一阶
, ,

米, 性层
,

第二种

和
一

薄层近似等五种 的解实际就是边界层方程的解
,

在大 和 小 数

时
,

它们分别不能准确或根本不能计算流 动分离与倒流现象
,

看图 和图
,

分析
一

流动的结果比边界层理论的结果还差 文献【 关于球超声速绕流的计算也表
明 薄层渐 给 出的壁面热流

,

其精确度比边界层理论的结果差 又如对层射流流

动〔, , ,

薄层一阶
, ,

粘性层 和
一

薄层近似理论等的解

实际就是边界层方程的解
,

再看表 给出的 个比较结果
,

所有这些都表明 经典边界层量

级估计的 。 一

勺 量级的粘性项
,

具有重要的影响
,

不应略去 对此可作如下解释 由于

同样地 实际上包含了或允许许多分析计算必须考虑的长度尺度
,

经典边界层理

论的尺度仅是其中的一个尺度
,

因此
,

按边界层理论为 。 一 量级的项实际可能为 。 一 “

量级
,

量级指数 随位置而变化且 。 毛 生 项的量级随位置而改变的结论当然也适用于

小于 。 一
量级的粘性项

,

不过诸 精确解的研究表明 略去小于
一

量级

的粘性项
,

既是一个十分合理的理论处理
,

又可使 从本质上得到简化 虽然略去或保

留固定量级粘性项的说法可能有毛病
,

但 按照固定量级指数处理的成功
,

说明对粘性

项的这种处理能够反映流场变化的力学规律

从流体元的受力关系来看
,

精确解分析表明 若法向的速度梯度远比其它方

向的大
,

则流向轴相对法向轴的剪切和流向轴的伸缩无关紧要
,

它们的效应或为零
、

或为其它

应力所抵消
,

然而
,

引起法向轴相对流向轴剪切的剪切力以及引起法向轴伸缩的法应力
,

两者

至关重要
,

如对二维驻点流动 〔川
,

有

箭
“二 , 一 ”,

箭
“二 , 爵

二“ ,

, 一 ”,

口 , 。 、 口

可
、拼。 , , ’

可
乙 井 。 · , ’一 一“ 劣 ·

这里
,

为驻点
,

轴垂直于固壁
, 拌 二

和 拼凡
,

是法向应力
, 那凡

,

为剪应力 在

驻点邻域
,

一些 中略去的法向应力梯度

产 , 又如对
一

流动
,

有

票 凡 可以很大于剪切应 力 梯 度 李
口

, 。 。 、 。 。 。

瓦
、‘ “ 。二 ’一 ‘ 拌。。 一 ” ’

瓦
、乙 拌。 ·。 十 乙拼。·

一 ,
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中 国 科 学 辑

旦雌夕 旦血 一

口 口日

’

‘ ’

弓斗

、

、
产一一、,产尸一了、

编
。

己口
一

‘ 一 。

万 一 兰 。 。 不
,‘’ ,

」

弓

日 岛
,

口

”
, 一 专

· ‘ 一 “ ”一
,

一 工 一
“ ,

厂 铸 。,

其中 偏。和 巧
,

为无量纲法向应力和剪切应力 对蠕动流动
,

关系 , 一 改变为

旦婉旦

产二
它 一

日 丫石
。 。

了石 一 。 一 。

丫二飞

。 。

丫五
。 一 。

丫五
,

一 。“

了五
。 。

丫五 一 。 一 。

了巧

一 。 。

了五 一 。 一 丫石
,

一 一又 “

〔。 。

了五
。 一 。

了五

氏一矽入
一口口一

,

〔

公

一 。 。
了瓦 一 。 一 了瓦

口口

口

刁 合
。

召

不舀
,

口日

二达

口丁云

一 一 。

一夕一二

洲﹃︸一一

一、、仁︸一
一、一﹃一

、 ,一一一

“

图
一 “

蠕动流中
, 粘性应力

随 的变化关系
图 加爪

一 “ 飞,

壁面上粘性应力绝对

值随 。 的变化关系
, 口口舀。 。 石

, 、 , 奋,

屯—
为 二万 一 ,

—
·

—为

一
, 吸—为 东万一

口 口 、 口

、 口刃口护

、
习 不万一 ,

口

卜一 一
, 二 、 二 ,

一
、

、‘ 。二 , , 、

。 。
, , , , , 卜

、

日丁飞
。 刁 二

到 不日 首出 胜刀姊发随 杜 找 阴父 七 ,

坷 从 双 朴 “ 刁、

太小阴
‘

肖口匕 ,

二犷 勺 二岌匕 电
口 口口
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一

方程组

相比较 若 《 , 《 ‘ 同时成立
·

则黯
与
豁 相比可以略去

·

因此
,

诸 都能

准确计算 《 ‘ 和 · 《 ‘ 同时成立的情况
,

但略去 黯 的 不能准 确 计 算 《 ‘

卜寸庄才
几

,

、

一

叮一
和 “ 不太小的情说

庄壁面上的
锹

与
黯 的绝对值见图

,

若 。 不太 ,
· 如 。

『 、 , ,

二 二。 。 , , 。 ,

口品
月 ,

口式
,

一
, , , , 滚 、 、 、 。 , 、 二

, 、 、 。 。 , 。人 ,

万
,

一万丁
,

别当参数 “

叫 不太大时
,

器
与
带 可相比较

,

这表明趋向分离点时
,

除 斗 丫 碱
· 《 ’

的 、况外不能略去
黯

而 当 了

而
《 ‘时

,

常可略去
静

·

这就是对大 数和极

小
,

所有 甚至边界层方程都可较准确地计算
一

流动 包括分离和倒流 的

力学原因

在 流中
,

不存在法应力
,

故诸 均可给出 的精确解 又如层射流 工

中法应力能够大于剪应力
,

故除内外层匹配 和薄层二阶 外
,

所有其它 均

不能给小射流 的精确解 对表 中的八类流动
,

内外层匹配 不礴层二阶 卫 的

解马 的精确解完全一致
,

其力学原因就是因为它们包含了引起法向轴伸缩的法应力和

引起法向轴相对流向轴剪切的剪切力
,

且包含了与法应力项同量级的粘性项
,

而其它的

包含了比上述应力项更多或更少的粘性项
、

故对表 中的八类流动它们的解与 的精确

解 不完全一致 保留与法向应力项同量级的粘性项
、

不仅是流体元力平衡的要求
,

也是数学 匕

相容性的要求

总之
,

作为 近似方程组的诸 适用于高和中等 数流动
、

可以准确描述流

场中的无粘流 和粘性流
,

的形式合理同样也可描述若干低 数流动
、

并给出八类流

动 见表 的的精确解 诸 具有双曲一抛物数学性质
,

比椭圆型 简单
、

在定常情况下可作为初边值问题来求解 内外层匹配 和薄层二阶 在形式上

一致
,

在诸 中它们的形式最合理 然而
,

能够正确表述惯性项和粘性项及其相互关系

的只有内外层匹配
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