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摘 要

本文对充满均匀粘性液体的旋转对称腔体在光滑水平面上的平衡旋转态附近的

振动模
,

导出本征方程 夕 小 一 。,

对算子 夕 进行谱分析
,

给 出各模及 总体的稳定性

结论 本文还将 空间的算子势论推广到充液腔 的复空间
,

给 出与 夕 相关的

势泛 函
,

从而获得二条泛 函微分定理 本文方法比伴随变分 〔 更具普遍性

关于平 面上充液腔体的旋转稳定性问题
,

最早是由 提出汇 ,

但至今尚未 彻底解决

文献
,

分别对光滑接触和粗糙接触情况讨论了 阳职 和 意义 〔, , 下的稳定

性 本文将用算子谱方法 , , ,讨论各振动模及总体的稳定性质
,

还推广算子的势理论 〔们给出充

液腔的问题的二条泛函微分定理

一
、

运 动 方 程

对重力场中光滑水平面 上的充满均匀枯性液体的旋转对称的光滑椭球形腔体
,

假定

壳休的内外表而关于儿何中心
’

成透射
,

因而壳体和液体的惯最主轴重合 本文所有的员 探

取无觉纲量 外壳和液体的密度和质量及总质量分别为
, , ,

对
, ,

和 对 的长半轴长

度为
,

其上固定单位矢 ’
,

两个相等的短半轴长度为 。 ,

其上固定单位矢 ’和 ’
,

并且 ’

岁 一 粼
。

壳体和液体关于 。
‘

的主转动惯量分别为
, ,

和 刀
, , ,

并且 理 ,

,

健,

一 记 一 刀 十
,

一 , 十
,

一
,

姚

坐标系的规定

固定标架
, , , , ,

玄 固定在平面 上
,

竖直向上
,

么 窟, 么 点的坐标 明
, , 、。

表示
’

点的坐标用 。 , , , , ,

表示
、 毛移转动标架

’ , , , , 火 一 奋 此标架相对于标架 有某一指定

的常角速度 。 , , ’

随 而达动故有某水平方向的常速度和竖直方向的变速度和变加速度
,

点

的位置用 ’ 式
,

式
,

戏 表示
,

速度用 试式
,

戏
,

城 表示 相对于标架 的角速度用 。 表

本文 年 月 , 口收到 ,

年 月 日收到修改稿
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小
,

田 一 , 、

乙
一卜 内 十

〔、式
, 少干且 几

牙一 二 ,
￡, ,

左一 ,
, ,

完整的运动方程组

对 的约束是 单面约束 但 目前我们只按双面约束来写运动方程
,

孟面再讨论这朴传

的真实含意

在下列方程组中
,

为单位张量
, 户 为液体的动力粘性系数

,

一扩 为重力加速度
,

为腔

的内表面
, 左 为 。

’

点
一

与 之间的距离
, ,

和
,

分别为壳体和液体关于
’

傲的惯 耻张 决
, ’

为

与 的相 切点关于
‘

点的矢径
,

式为 对 的反作用 力
,

为液休中的压力 与
‘

氛压力

之差
·

空间点关于标架 。
’ ,

“
’ ,

“
’ ,

式”的坐标记为
,

犷
,

”
·

对矢量的时间微商篡是关

于标架 来取的 我们有如下方程组

己 。

一
一 工一 ,

—厂 , ,

一 对
,

石’ 一 斌 , 斌 ,
,

刀 十 自口 口 一
·

〔一 一 八议
,

·

刃 一
,

少

斗

小一内

·

的 十 口 上
·

田 十 十 , ·

口
宙,‘

一

“ ‘一 户‘十 以 十
‘

弓

、、上、入︺
石 一

砂 ,

了
‘ , 一 。 、

平户
,

一 曰
‘ ,

一 艺 “‘“交‘’

了

其中

。,

一 一燮 。 二一 了

户 ,

的分 员

几 一 暇 御
·

一 一 一 丫
“ ‘ ,

一 、, 一 、, ·

了

了 ,

下 式十 了 奋

丫元干
一

可
’

一 一 一
, 工

一 一

一
凡一

一切 ,

一

〔 ,

一 。
。

‘

上的点满足方程

宝” ,

玉” 。 , ’

一 共少
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二
、

小振动模的本征方程

我们讨论 相对于标架 心以竖直方向的角速度 口 ,

所作的竖立的和横卧的平衡转动态

附近的小振动 不失一般性
,

可取如下两个态为代表

竖转态 片
, ,

横转态 月
, ’

朴 ’ 幻川 一

了

一

一 了 ,

一 了

朴 。
‘

一 田 一 口 一
,

了 一

‘。
一 田

万‘
,

当 ‘

,

当 了

砂 一

等 ,

一

,

一 乙 一 刀 一 为
,

一 九 一 艺

当系统在 对
, 或 对 , 附近作小振动时

,

由条件 式
,

’和 ’’均是小量
,

故 式保证

铝

此式表明
,

只要扰动初态 , 满足

【人 一 斌
‘ , 一 二 , , 受

, 召 , 一
, 二 。

一 ‘ ‘ ,

一
, 丫 贫

了
‘ , 一 召 , , ,

千
,

八

一
二

则在小振动条件下
,

系统将一直维持 与 相切 因此
,

本文用条件 式来代替单面约束

条件
,

相当于考虑初始扰动满足条件 式
‘

式要求扰动初态中
,

与 之间的 刊距及

其时间 导数均为零 由于 有一定重 量
,

一般来说
,

实际的小扰动是满足这一要求的

在运动方程组中
,

方程 与其余方程是可以分离的
,

因此
,

我们可以分别考虑 朴 ,’ ,

朴 。 ,

和其余变数的稳定性 直接求解方程
,

立即得知
, 口 ,

和 朴 ’ 在小扰动 下将线性发

散
。

下面用方程 一 来讨论其余变数的稳定性

在 二
‘, 或 夕么 , 附近令

田 一 己 ”‘

一
, ,

附
, 。“‘ ,

口
‘ ,

一
’ ‘ , , , 尸

‘ 。“ ,

将 和 式代人方程 一 并作线性化处理得

弓

,

, · ,、 ,

之。‘

一 孔 。’

一
, “ 一 、

对 醉幻 附近
,

对 此。 附近
,

近附

,仍邓扔丫

了 一〕

一

了

了 , 丫 子 了

了 一 了

了 一 丫 一刁

一 胜
己

附
。

一
牙

叮

斗

班、 。 , 坦、 。一
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才 口

乙
,

口 价 一

云

右

六五

右

月

式中
,

对 荟附近的振动有

才 口 一 冲 ‘ 召 评 矛 ,

邵 窟 刀 , , 一 火

一 对 〔
,

一 卜厂 ,

邵 它 一 少〔 一 不厂 、
一 落了厂 , 子

一 ,

“‘ 一
,

“ 二 二 ‘“

一
,

‘ 尸 ,
·

一

户〔 一 。“。 二口 口 火 一 。
一

甲
· ,

广尸 一 二 ’, ,

户 一 一 二 ,

一 二 艺
口 、 口 八

,

、
一

不
万 十 石访夕’,‘ , ·

在
尤 ’ , 二 ’ 。 , 十 、 ’ 。, 一

上满足边界条件
,

一
‘ ·

在 此劝 附近
,

应 庄 诸等式 中作如下变 化

、
,

一 理 , 左 一
, ,

一
、 ,

一 刀
, 刀 ,

。
, ,

一 一 玄 资 一 一
,渝

并在 式中作 如下变化 并将
、

、

,

, ,
」

名 一》 , 弓 ,
叫

还需说明
, 斗 式以后诸式并不适合于 。 一 。的情况 对 , 一 的情况需另行讨论

三
、

振动模及总体的稳定性质

将满足边界杀宁
,

一 ,
‘ ,

并且 和 尸 满足二次连续可微条件的一切 沙 一
,

, 尸 ,

按通常的三维复矢量
、

复矢量函数及复函数加法以及复数乘法听定义的复数域 上线

性空间记为
‘ , , 一

, ,

在
,

和 中按同样方式定 义对称的无间 积

。
,

, 一 。
, ,

。
, ·,

。

⋯以
‘·

矶 一
】 ·

议
一卜

,

认口丁 十 ” 尸
·

川

积分区域为 所包围的空间
,

下同
一

犷是 ‘ 成为 十 维复欧氏空 司 若在 , 中找到

小 , 一 〔
,

认
, , 〔 , 满足木征方程

,

则显然 时 〔 ,

故有

币尹
,

乙 , ,

口 价, 一

此即

走左 产
,

砂
,

认 司 十 广
, 甲 认

,

矶 夕十 沪 犷
户 。

认 份

儿 六
,

一

式中对 排幼 附近的模 沙, 电 ,

有
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刁 产
,

一
、

六 , ,

大 , ,

森 , ,

, ,

一 。 产·

认
,

刀 产
,

下叭 一 汉 , ,

一 产
· ,

梦 产
, 一

川
。、

‘

口
,

。 梦
,

认 ,一 — 拜 ,

,

下了

厂 口
, ,

、曰 一书
二

十 丝、,

⋯
’

加
公 ,

了
, , 洲 一 助毗

,

洲 一 沈 一 均 兰二 竺

工厂六 , ,

鑫 ,

对 户附近的模 一 式仍成立
,

只是要在 式中作变换 缪
, ,

一
, ,

刀 , , , , ,

、 , “

一 以 占 一 一

一
, , , , ,

心 六
,

牙九叭
,

一 均 全二竺衅叽

从 均式可得如下关系

少 十 十 毋 「少 叫
, ‘

尹

, 、

飞
几 、 一 一 —

一 、左 个 ‘
。

,

、几
一

、

十
内 一 一

少 的模

这是帷体刚性运动情况
,

直接从方程 一 可证明

田 一
, , 〔。 , 口 一 田

‘ , 。 ,

为任意实数

、少宁十

牙卜

归褚

了 〔。 甲

。 沪

、产

、
产

甲甲十十的。
了、、

‘
、

一

丫 了

了 了

产 一 了 弓

丫 王 了 了 · 丫

了 “ ‘ , 、

一 了“’ 丫 ’ 丫

」二
‘“

附近 飞 , 了 , ,
。二附近

将 不「 交线性化贝为 一 。,

一
, ,

牙
,

一 汉 ,
’ ,

邵
, 一 〔。 , 。

价 和 。 , 甲 线性化为 和 甲 十 仍 , 对扰动态
,

有 。 钾 。,

在 丘
‘, 附近

, 二 , , 二 , 二 , ,

了 不稳定
,

田 , 了 , 了 , 、 , 了 , , 下 , 了 稳定 在 附近
, 丫 , 了 , 丫 , , 了 ,

不稳定
,

山
。 了 , , , 了 , , ,

二 , 丫 , 二 稳定

把标架 的角速度 口 改为 。 十 〔。 亩
,

并称之为标架
, 口 〔〕

对 跳 态取为
乙

’ ,

对 月幻 态取为
’

厂刀 这里
’

是初始扰动态相对于标架 的角动 蔽的第三分量 在

标架 巾
,

式表示的模不 出现

巾 的模

在标架 中观察 对。 ①如果 牙
,

和 评
,

中至少一个不为零
,

贝
,

钓 式
给 出实部符号相反的二个

,

模指数发散或指数衰减到零 ②若
,

和 邵 都为零
,

则 一 。,

孟约 式给出两个 其中 二 , 一 。
,

此时方程 已不适用 但可以证明
, 一 。 与 少 矛

,

故取 外
,

其实部为负
,

故模指数衰减到零

恨据线性化方程组易证能 量耗散关系
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艺 群 , 六一知
一一一

︸
击

其中

〔
、 。 , 〔· , 〔· 一 一“·

。。 一 ,

卜 、

午刊
· 、 ,

,七

一
︸

显然
,

在 户‘ 的任意小邻域 内总能找到状态 户。 ,

使 产
。

由于 户二
‘ ,

以及对

式表示的态
, ,

所以
,

从 产。

出发的态
。 ,

不能趋向 态以及 式所表示的 少 一

的态
,

因此
,

系统在 河 附近必含有 中
,

但不衰减到零的谱
,

这一定是指数发散谱 故 对幻

在标架 中和标架 中都不稳定

在标架 中观察 河 , ① 如果 牙 铸 。,

则
,

式给出实部为负的 二

个
,

故模指数衰减到零 ② 若 邵 一 。,

则 一
,

式给出的
,

应舍 去
,

理由同对

妙 , 态的分析
, , 的实部小于零

, ,玫模指数衰减到零 所以
,

月幻 在标架 中所有参数渐近

稳定 在标架 中 九
, ,

九
,

姚
,

和 乙 不稳定
,

其余变量都稳定
,

其中 。‘ , 。 和 乙
、

渐近稳

定

四
、

泛函微分定理

在 、中定义双线性泛函 丫 甲 ,

币
,

即对 、中任意二矢量 甲 王
, ,

口 和 必
, ,

有

丫 一 甲 , ,

口 币 一 左 王
, , , 。召 乏

, 梦 ,

巾 , 尤 , , , 乙 , ,

式中
,

对
、

空 司有

产

九
产、了声‘、‘几、

一一一

理 工
,

,

万
,

一 了艺 , ,

十 艺 艺 , ,

户 , · ,

刀 ,

一 口
· ,

口

、

户卜 一

—上
口 偿

十

铆机

户了
︸一口力口

了

件甲
︵

自汀日︸叮日︸
︺‘‘,

日日︸群一蟹
,

一

巾
,

一

夕
,

, ” ,

一
尸二

·

· ,

乙 ,

一 口 。 一 。 才
、 ,

一 。
一 工丝二

一

夕
’

‘

艺 艺

对 空间
,

诸等式 中需作变换 少 从 式立即得到 乙
,

口 的伴随算子

引 为
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乙 , ,

口 一 乙
,

一口 斗

直接验证可知
,

若 矽
, ,

牙
, , , , , , , , , , , , 二 , , 尸 , ,

二
,

是

艺 。 ,

口 访 的解
,

则 琢
, ,

一万
,

一 。 , , 二 ,

一 二
,

一
,

一
,

一 三
,

一
,

一
,

一 尤 ,

一城
, 尸 二 ,

一 、 ,

一 尤
一

也是伴随方程 歇
。 ,

口 甲 一 。的解
,

反之亦然 所以 艺 。 ,

口 与

虱
,

口 有相同的木征值集
,

目相应的本征函数之间有简 单的变换关系

在幂空间
,

‘ , 中定义对称的尤向积 若 杏
,

一 , ,

沙 及 杏 一 甲 , ,

沙 均属于 、

,

则无向积为

夸
, ,

互 ‘尹, , ‘尸 必, , 山

现在可将 空间中算子的势论‘ 在一定程度上推广到充液腔的幂空间 、 ,

定义 田 公式

歹
, 人 近丝

一

土竺 二工业边一 户夸
,

人

所确定的功子
·

户称为泛函 约 的斜 吊算子

户畜一 夸
,

而 勃 称为 户夸的势泛函
,

安
,

称为泛函 夸
,

的微分 其中 人 为 , ‘ 空间中的任

意非零矢量

易证如 下的势泛函存在定理
,

即引理

引理 对 、 ‘

空间中的 自伴线性算子 后 舀
,

存在势泛函

户 约 一 后
,

约

将自伴线性算予

甲中一

代人上式得势泛函
拌 夸 甲 , ,

口 必 一 必
,

此外易证如下的引理

引理 ‘ 空间中不存在与所有向量都正交的非零向量

由 斗 式及弓理 直接得泛函微分定理

泛函微分定理 使 丫
。

一 的充要条件是

乙 , ,

口 中 一 乙 。 ,

小
,

式中 丫
。

表示 当求 穿 的微分时保持 。 和 不变

若令

丫 一 甲 ,

乙
,

口 沙 一 。,

则此式确定 为甲 和 必的泛函
。 一 生 左 十 一 一 十 毋 十 中 十

斗

气

斗 。

士了 十 梦 十 少 十 , 一《 十 ,

泛函 。 求微分得
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一 一工武 了
一

于 一卜 刀 十 梦 十 中 十 笼 十 、
’ 一 ‘

牙 沁 。

泛函微分定理 若 甲 ‘ , ,

价‘ , 使

一
,

则 甲 和 少必为本征万程红 斗劝的解 若 甲 和 必是方程组 的的解
,

并且使得

召 十 举 十 少 十 十
“

铸 斗无 了 十
,

则它们必使

一
。

正 若 甲 和 必使 , 一
,

山 斗 口
一

飞
,

必走 户了
,

一
。

中泛函微分定理
,

式必

成立

若 叨 和 价使 斗 劝 成立
,

则 斗斗 戊即 式 为书
,

结合 几
,

份 二城 刀

少 十 少 十 丫 圣
。

又由泛函微分定 望 川 口丫
。

一
,

根据 式得 二 一 证

轩
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