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晶体塑性理论的极值原理
王 自 强

中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文基于晶体塑性增量理论
,

讨论了给定应力率或给定应变率的情况下
,

滑移剪

切率的确定方法 提出了相应的多变量函数的极值原理 把问题归结为二次凸规划问

题

对于晶体在外力作用下塑性响应问题
,

本文提 出了两个新的与边值问题等价的

极值原理 在这些极值原理中
,

滑移剪切率将作为独立宗量
,

通过变分方程求得

一
、

引 言

关于晶体塑性理论的发展可以追溯到 的早期工作 提出的均匀滑移模

型
,

比较真实地反映了晶体内大量位错沿着特定的结晶学平面滑移所造成的宏观效应 对晶

体塑性变形几何学的严格描述是由 〔 ,

和 。 所完成的

对于给定的塑性应变率
,

可以从所有可能的滑移系中选择一组滑移系适应给定的塑性应

变率 这种选择不是唯一的 ‘” 的最小塑性功耗原理证实
,

如果对一切运动许可的滑

移剪切率进行比较
,

那么
,

真实的一组剪切率将产生最小的塑性功耗 而 和 讯 则

发现一切静力许可的应力场中
,

真实的应力场产生最大的塑性功

但是
,

对于晶体塑性增量理论而言
,

在变形过程的每一瞬时
,

晶体内部各点的应力状态是

已知的 哪些滑移系处于临界状态
,

哪些滑移系不处于临界状态均是确定的 问题的焦点在对

于进一步的增量变形
,

哪些处于临界状态的滑移系继续开动
,

哪些停止开动
,

需要加以确定
,

同

时要求出相应的剪切率 木文分析了这个问题
,

提出了相应的极小值原理
,

把问题归结为二次

凸规划问题

单晶固体在外力作用下的弹塑性变形问题是一个十分复杂问题
,

一般说来难以求得精确

解 而数值解却可以借助于现代计算机得到很有效的结果 在这种情况下
,

建立与边值问题

等价的变分原理显得十分重要 本文提出了两个新的极值原理

二
、

确定 哪司 的极值原理

讨论微小变形问题 变形率张量 可表示为〔

己 夕 ,

本文 , 年 月 日收到 , , 年 月 日收到修改稿
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夕 一 又
‘“ ,价‘

“ , ,

· , 一 生
‘· , ② ‘· , ‘· , ② ‘。 , ,

其中 “ 表示第 。 滑移系滑移方向的单位矢量
,

则表示滑移面的法线方向的单位矢量
,

份‘司 表示第 滑移系的滑移剪切率

率无关材料的硬化规律通常表示为

人 刀份‘岁 , ,

对 价‘ , ,

人 。分‘召 ,

对 价

·

艺问
·

见︺
︸︸诊妙︸旧了

以上公式适用于处于临界状态的滑移系
,

其中 尹‘
,

表示滑移系 继续开动 于“

则表示滑移系 停止开动 对不处于临界状态的滑移系 司
,

恒有
‘“ , 李

“ , , 价‘ , ,

这里 ‘“ 是作用在第 。 滑移平面上沿 ‘ 方向的分解剪应力
,

‘ , 口 , , ‘。 , 云 “。 , ,

尸 是第 滑移系的临界剪应力

弹性本构定律归结为

亡 一 女
‘ ,

丫 是瞬时的弹性模量张尼

对于给定的应力率 云
,

要确定相应的应变率张量
,

首先要判断哪些滑移系停止开动
,

哪些

滑移系继续开动以及相应的剪切率 价
‘。 , 为此

,

我们提出一种一般的分析方法

由弹性本构定理
,

立即可推得应变率张量
‘

由 约 式
,

可得到 舒 凡是对应于

’“ 的滑移系
,

必然停止开动 从所有处于临界状态的滑移系中删去 尹 的滑

移系
,

然后由 至 重新加以编号 这里
,

为处于临界状态且 尹 妻 。 的滑移系总数

研究下述多变量函数 刀的极小值问题
,

见
。 ,子 ,子〔, , 一 艺

“ ,子
。 , ,一

﹄
了

约束条件为

子‘ , ,

一
, ,

⋯
, , ,

约束条件 所给出的可行域是 维欧氏空间中的闭凸集 另外
,

当硬化系数矩阵 人
。 ,

是对称正定矩阵时
,

函数 刀是多变量 剥动 的严格凸函数 因此
,

上述间题归结为二次凸规划

间题
。

在极值点 价〔
“ , , ,

习
,价〔“ , 一 ‘

。 , 多
,

⋯
, ” 处

,

必有 〔

份
“

一
,

一 ,

⋯
,

、,
。

一
·

人

”

习阿
了口吸、
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式等价于

‘。 , 一 毖, 一 艺
、 ,价〔岁 , , 份‘ · , ,

“
“ , 蕊 ‘

。 , 一 艺
。 ,份‘口 , , 份“

‘ ’

一
,

, ,

⋯
,

式即是通用的硬化公式 当硬化系数矩阵
。 , 是对称正定矩阵时

,

刀 的极小值 还可证明
,

极小值问题的解答是唯一的 事实上
,

若有两组解答

下述自变量 补‘ 也满足约束条件

于‘
。 , 份‘

。 , 。 份望
,

一 份〔 ,

。份貂 一 尹‘
,

毛 成

代人 式
,

得

尹的 给出函数

尹‘ 及 分沪
,

则

子‘
。 , 一 生 · ,分‘ ,价‘刀 , 一 艺 亡

‘。 ,价〔。 ,

习
。 ,价

、夕 , 一 “
。 , , 、一 , 一

习
。 , 分梦, 一 份‘ , 价望 一 分“口 , ,一

对固定的 份梦
’
及 尹‘ 上式只是实变量 的函数

,

其中带 扩的项
,

总是大于或等于零
,

等

号只当 份驴, 分‘口 , ,

尽一
, 二

,

时成立 上式中带 的项为

二 鲜 一
“ ’ 策

’

一
‘ 一 ‘

对

‘

、

一 艺 。一
。
‘ ”

·

上式等号右端只对 尹 的滑移系求和
,

由此可看出
“ 子‘

。 , 仃 分“
。 , ,

若取
,

得
,

于望, 月 份‘
“ , ,

类似的可证明
份‘ , 才犷, ,

最后导致
价‘
“ , 口 分望, ,

份‘“ , 分绪, , “ , ,

⋯
, ,

现在来讨论给定塑性应变率张量 户 的情况 在处于临界状态的所有滑移系中
,

选择一

切可能的滑移系组合 一切满足下述式子的剪切率 犷“ 称为运动许可的剪切率
,

艺
‘· ,子
‘· , 一 “ ·

研究下述多变量函数 的极小值问题
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力

“ 一
含烈粤

‘一子‘
· ’子‘”

约束条件为方程 及

引入 乘子 又
,

函数 月 的极小值问题可转化为下述函数 刀老的驻值问题

,

更 一 一 全
人。 ,子一“口》一 全

又一子咬一
,

, 户
、

设想 尹‘
,

几 是函数

的不同于 又的张量乘子

刀犷的驻值点 份幼 是一组任意的运动许可的剪切率 几 是任意

则对任意的实变 量 “ 及 占
,

廷 毛 令

子 , 价‘ , 。 价梦, 一 价“ , ,

几一 浇 占 又, 一 乳
,

则有
月扩价‘

“ , ,

又 一 护犷 , ,

几

。

全 宝
人。夕 , 口 一 〔一 份、一 价 一

、 口 日

月 序

含
·’

互菩
‘一 “

’一 “
“

” ‘梦’一 ‘“”’

一 一 ‘、

愈
又一“
一

, ,

一 。占 又 一 又 见
‘。 , 价望, 一 分‘

“ ,

对于固定的 分驴
,

尹‘ 上式只是实变量 及 占的函数
,

当 占 一 时
,

为了使函数 仃护在点

尹的 处取极小
,

必有

又 云驴
, 一 几 ‘“ , 份梦 一 分‘

“ , ,

也就是说对于确定的 乘子 又
,

函数 刀老在约束条件 式之下的极小值问题
,

将导

致 式 另外函数 扩在 尹
,

点驻值条件导致

‘“ ,份‘ , 一 一
,

式中的 此‘ 为临界的分解剪应力率

玲
, 一 习

“ ,价‘川

若对滑移系
,

尹 。,

那么总可以在 价‘的 的附近两侧选择 份梦

既可以为正
,

也可以为负 此时为了使 式得到满足
,

必有

公“ , 又 ‘“ , ,

份‘
“ , ,

也就是说 份护 一 尹‘

另一方面
,

若对某个滑移系 “
, 价 ,

此时
,

由于 价
,

为了使方程 得到满足
,

必有
义 ‘“ , 提 分

“ , ,
分‘ ,

将
,

式与
,

式比较
,

不难看出
,

只要令 几一 吞
,

就可得到所需要的硬化



第 期 王自强 晶体塑性理论的极值原理

规律 这意味着 七 乘子即是 应力率张量

此外
,

由公式推导过程不难看出
,

如果将 作为选定的参量而不参与变分 同时假定硬

化系数矩阵 司 为对称正定矩阵
,

那么
,

极值点 尹 , 确实给出 扩极小值

进一步讨论给定变形率张量 的情况 依照 式
,

有
,

一 一 习
,价‘。 ,

设想 夕 是一组满足约束条件 式的剪切率 引人

份
。 , 份‘

“ , 。 价公, 一 分
“ , ,

成 ‘

研究下述多变量函数 的极小问题

刀 生

其中 犷 是弹性模量张量
, ,

。 ,子‘
。 ,子‘口, 一 艺

‘ ,

了 于‘ ,

。

艺︸尔

, 。 , 了 口

我们有
,

子“ ”一 “ ‘
·

”一 鑫烈含
一 , · ‘ “’

一 一 、 “ 一 ‘ 一 ,

一

含
。

实
一 ,‘ 一 ‘ 一 , “ 一 价

夕 ,
·

设想 尹
“ , 是函数 刀 的极值点 因此有

,

成

月

馨含
“一 ‘ , , ’‘”一 ”

‘“ ’

丫 份望, 一 份‘
“ ,

由此得到

鑫告
一 , · ‘ “’一 ”‘

“ ’

穿
,

价 ,

馨含
一 口· , ’

‘“’

穿
,

价
。 。

了,吸 ,口‘

利用 式并且假定 〔人
“ , 为对称矩阵

,

而 丫 有以下的对称性

了 , 一 穿
式 可改写为

艺
。 ,份 夕 , 一

·

丫
· , 分‘

。 , ,

见
,份‘夕, 妻 ‘ ,

了
‘ , 分 。 , 一 。,

注意到
云‘ ‘“ ‘“

穿
己 ,

式即是硬化 式
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三
、

晶体塑性理论的极值原理

设想晶体占有体积 在变形的某个瞬时
,

晶体内各点的位移场及应力场是已知的 晶

体外表面 分为两部分 一部分表面 凡 上
,

给定了外力率 多, 而其余表面 上给定了速率
。

我们有如下边值问题

平衡方程及边界条件

厅 户
,

一
,

一

一 、,

在 内
,

在
。

上
,

在
。

上
,

比 式

口 , , 一 生 , ,
, ,

, ,

本构方程

一了 十 艺
‘“ ,价“

,

硬化规律

云
“ , 一 砚 , 一 艺 方

。 , 夕 口 , , 夕‘“ , ,

心

云‘· , 簇 云 , 一 艺
。 ,犷‘召 , ,

价“
“ , 一

,

份
“ , “ 一

, ,

⋯
,

式只对处于临界状态的滑移系适用 对不处于临界状态的滑移系
,

滑移剪切率为零

方程组 一 构成了晶体塑性理论的边值问题 现在来讨论与此对应的极值原

理
。。 和 首先讨论了刚塑性体

,

非藕合硬化情况下 瓦 , ,

当 髻 刃 的变

分原理 产 则分析了一般弹塑性体
,

非藕合情况下的极值原理 护 进一步提出了

祸合硬化情况下
,

晶体塑性理论的极值原理

为了比较方便起见
,

将简要列出 。, 业已论证的极值原理

以速度场 , 为基本场量
,

一切满足
。

上速率边界条件的速率场 产称为运动许可的

速率场 由速率场 产直接导得应变率场 恋

对于给定的
,

由极小值间题
,

可求得相应的剪切率 行
‘“ , ,

使本构方程及硬化

公式得以满足

我们有下述的最小速率势能原理

在一切满足速率边界条件的运动许可的速率场中
,

真实的速率场
,

使速率势能 巾 ,

取极小

值

叫 幻 一 工 。抽六碑 一 声
‘。脚

口
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以应力率为基本场量 设想静力许可的应力率场 礴 必需满足体内平衡方程及 凡 上的

给定的外力率边界条件 对于给定的应力率 麟
,

通过极小值问题 式可求得相应的剪切

率 尹‘
,

而相应的应变率张量 六为

一诫 亡 一 见
‘ ,分‘ ,

此时
,

有下述最小应力率余能原理

在一切静力许可的应力率场中
,

真实的应力率场
,

使应力率余能 少 取极小

州娜 一 生 。弃况、。 一 讨价
夕 “

极值原理
,

式均是在假定硬化矩阵 〔 目 为对称正定矩阵
,

而弹性模量张量

丫
, , , ,

具有如下对称性时
,

穿 丫 ,

得到了证明

在论述下一节新的极值原理时
,

我们也采用这些假定

四
、

极值原理的新形式

以上讨论的极值原理
,

均是通过本构方程及硬化规律求得剪切率 分‘ 因此
, 价‘ 并

不是独立变量 如果将 价‘
“ , 也作为独立变量

,

那么
,

不难证明下述极值原理

在一切满足速率边界条件的运动许可的速率场

一剪切率场 份‘
“

中
,

真实的速率场

中 尹
,

洲
“ ,

和剪切率场

产及一切满足 约束 条 件 尹 的

行
‘“ , ,

使下述泛函取极小值
, ·‘

丫 ”“‘

。。吞份‘
“ , 分‘“ , 一 声 产

,一
十

其中

巴

一 一 艺
‘ ,份吸“ ,

对于任意的实数 。
, 。 成 。成

,

下述速率场 萨, 及剪切率场 尹“ 是运动许可的

护, , 武 产一
, ,

子‘ , 价‘
。 , 。 价“ , 一 价

‘

此时有

中 奋
,

子‘
· , 一 中

,
, ‘
· , 生

分 丫 △ 生

△ 一 、
·

、。

△ 一丫 。
‘

、。

‘

, 。

鑫
, 。

实

方
。 ,份‘“ , 份‘夕, 一 价‘口 , , 份‘ , 一 价 , 份‘“ , ‘

分‘
“ , 一 分“ , 价‘口, 一 分 夕 ,

一

一十
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一 户、 产一 、 ,

注意到

△
‘

一
‘

一
己

一 一 艺
‘。 ,子‘

。 ,

一 一

鑫
。
份 。 一 一 一客

‘侈 “

一
‘ ·”

·

设想弹性模量张量 穿 具有如下对称性
穿

, ,

丫 , , , ,

而硬化系数矩阵 〔畔 是对称正定矩阵 此时 钓 式可化为

中 云, ,

子‘
“ , 中 ,

价吸 , △
·

口

合
△ 一丫 △

·

浮 · 。

鑫
, ‘一‘ 夕 ‘

一
‘ 一 ,‘

含
一

。

客
‘一 ‘

一
份 一 , 分 夕一 “

夕”‘

一 占 , 产一 、

中 ,

份‘
。 , 生 △ 一丫 △ “

十 生 。
,

艺
。 , 分‘

。 , 一 分
· , 价““ , 一 夕‘“ , 、

,

日

·

鑫鑫
‘一分口 一 ‘’

“ ’ 价又
“ ’‘ 一 份

‘“ ’ “
·

鉴于真实的速率场 , 及剪切率场 尹目 所对应的应力率场 云
,

满足平衡方程
、

本构方程和

硬化规律 因此
,

式右端第四项是非负的 这就导致
必 介, ,

子‘ , 少 , , 价
。 ,

上述极值原理是以速率场 、 及剪切率场 王尹 ’
,

为基本未知履的广义极值原理 下面
我们讨论以应力率场及剪切率场 行

‘“ , 为基本未知量的广义极值原理

设想静力许可的应力率场 氛 , ,

必需满足体内平衡方程及
。

上的给定的外力率 边 界 条

件 对于剪切率场 补‘ 除了约束条件 补 之外
,

还需满足下述硬化约束条件

‘ 一 又
“ ,子‘“ , 毛 。 。理

, ·

尽〔

这里
,

是满足下述条件的所有正整数 的集合
,

主“
, 砂‘ 舒

,

也就是说对所有处于临界状态的滑移系 有

份
“ ,

种
, 一 艺

“ 〔

六。 ,子“ , 毛

我们称一切满足 式的剪切率场 毛补
。 ,

为硬化许可的剪切率场

我们有下述广义的极值原理 在所有静力许可的应力率场 子
,
及所有硬化许可的剪切率
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场 子
“。 , 中

,

真实的应力率场 么 , 及剪切率场 尹
。 , 使下式取极小

子 丫 子 生 艺
。 ,子‘

。 ,子‘“
’

一
二

矛了护, ‘
·

斗

吕‘ 才

产砂

令

则有

礼 气 △礼
,
于‘ 一 尹 △尹的

,

△中。一 中
。 ,

子‘
。 , 一 中

。 云 , 夕‘。 ,

一 ,

丫 , ,沙赴才△一 ,‘ 万 万‘一 △‘
夕 ‘ 一‘

。 〔 、创七

二
,

刀

一 △ 沼占 十 一 毖 乏 △ △口灸“ 犷
扩 份

习
, △份‘。 , △分‘岁 ,

乳 △沙, , 习 子卜
, , 一 云

“ , 份‘
“ ,

七 才

一 △砂
‘‘“

含 ‘
了, 才△‘ , △‘ 了‘

艺
。 , △于‘

。 , △分‘口,

口 一 〔 才

显然
,

式的最后两项是非负的 而前三项又可化为

见 , , ’价〔
“ , △沙, ,

见 子乏
“ , 一 ‘

“ ’ 价‘
“ ’

〔

月夕

一 聂
子荟一 ‘

一 , , 一“ 一 。

一 ,

烈
子乏
‘ ’一 子‘

“

”分‘
“ ’‘ 妻

·

习 态
。 , 一 “

。 , 价‘ ,

〔

由此
,

我们证实了极小值性质

△少。 妻
。

的 式中等号只当

△房 △尹的

时成立
。

这也就说明泛函 少
。

的极小值问题的解是唯一的

斗
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