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提要 本文给出了边界层方程的一种新解法 这个方法在对边界层方程的处置上与积分矩阵

法相同
,

但是
,

在解最后得到的代数方程组时
,

不用矩阵解法而用打靶法 本方法特别适合于多

组元化学反应边界层 用本方法得出的结果与相应精确解和经典热流公式进行了比较
,

比较表明
,

本方法是足够精确的

关键词 多组元 化学反应 边界层方程 积分矩阵法 打靶法

一
、

吕

在多组元化学反应边界层的计算中
,

很大一部分计算时间消耗在气体热力学状态参数的

计算上
,

因此
,

要想大幅度地减少计算机时
,

除了改进气体热力学状态参数的计算方法外
,

减少所需的边界层节点数
,

是一条更有效的途径 积分矩阵法 〔‘ 〕,

由于与其它方法 例如有限

差分法 相比
,

在达到相同计算精度的情况下
,

所需的节点数最少 一般层流边界层 个节

点
,

湍流边界层 至 个节点已足够
,

特别引起人们的兴趣 但是
,

由于原方法用矩阵法解

最后的线性与非线性代数方程组
,

数学过程比较复杂
,

对计算机内存要求过高
,

一般中小型

计算机不能胜任 〔’〕,

妨碍了它在工程上的应用

本文给出的方法
,

保留了积分矩阵法中对边界层方程的处置方法
,

但在解最后的代数方

程组时
,

采用 了数学过程比较简单的
“

打靶法
” ,

它对计算机内存无特殊要求
,

即使在小型计

算机上也能迅速得到满意的结果

二
、

方 程

化学反应边界层方程的一般形式

在略去气体辐射
、

热扩散和假定所有气体质量扩散系数相等的情况下
,

化学反应层流边

界层方程的一般形式是

总连续方程 质量守恒
,

万丁一一 十

尸刀 ,

一

流线方向动量方程 动量守恒

己
尸“ 石

一

二犷 十 尸刀不了节 三犷二甲 产 , 弓 , , , 一 , 弓一一
口 百 以 少 口 口 口

能量守恒方程

本文于 年 月 日收到
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己
二 “

、

。
, , 、

““ 百了
十 尸”

万护 后了尸一
万厂十 入

百厂
十

子尸口 “’ ”‘

落亨
组元连续方程 组元质量守恒

, , ,

、
“ 了二, 十 刀 下苏一钾 二 三 吮一 刀 石一二一

。 口 夕 口 、 口

在引进
一

变换后
,

方程 可以写成元素质量守恒的形式川

蔽 石 扩 从
“ 百丁 十 ”

万歹二万歹 口 ‘

万歹

其中
,

二 二维
,

轴对称
,

从 艺 久
,

,

二 艺
, 凡

护 二

刃
·“了 · ”“

久 ,

为 组元中所含 元素的质量分数

座标变换

上述方程在引进
一

变换
〔, 〕,

即

‘二

才
八“ ·

从 ”“‘

户丈产 “ 。

一 汀万万

和定义无量纲流函数

一 、

丈
”

扣
,

后
,

总连续方程 自动满足
,

其它方程变为

动量方程

分
’ ·

’
· , 。吟

一 , , 了 厂
睿

, ,

句坦旦丝 、
一 三不 厂落 一 万万二 泛 ,

口 口 、

能量方程

一 穿
’ ,

介
,

睿
一

子

产

声占、、

曰

元素守恒方程

最叮
· 厂旅 了 从

睿

钾
‘

、
一 弋万丁 气犷 口

夸

其中
,

三
。 ,

夕三 认 睿
,

三 尸群 八 从
,

。瓮「影
‘ 卜劲豁

’

、
十 吸二二 一 气二 口 二二

’ 百
。

月
。 夕

一孔尸一

尸 三瓦 产 只
, 。

二 产 , ,

乙 二 艺 川
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边界条件

卜 。
, 二 二 乳 双 二

瓜
, 一 或 , 夕

, , ‘

‘ 双 从
,

座标变换 电 与通常的
一

变换相比
,

在 刀中新引进了一个叫
“

伸缩参数
”

的

翰
,

它仅是 泞的函数
,

引进它的 目的是在计算中能采用不变的通用网格‘ ” 确定‘的约束条

件是
,

在接近于边界层外缘的一个节点从 处
,

令流线方向的速度与外缘速度的比值为一固定

值
,

接近但小于
,

即

厂
, 。

、

引
。。

、

或 翰 】
, 。

在相似或局部相似解条件成立时
,

方程 一 的右边等于零

边界层方程的积分矩阵形式

根据文献 〔 〕对边界层方程的处置方法
,

将边界层分成 一 少条条带
,

连结条带

的节点用 ,
,

表示
,

在壁面上 。 ,

在外缘 。 将基本因变量
, ,

蔽及其导数在每一

组相邻节点间进行泰勒展开
,

级数在此边界层方程中出现的最高阶导数 厂
, ”

和习 高

一阶 的 导 数 处截 断 对守恒方程进行条带积分 这样
,

得到边界层方程的积分矩阵形式如

泰勒展开式

二 儿
一 、

刀 夕一 厂 , ,

厂占刁丫 岸
, 专

。 。一 ,

二古, 一 万 , , 一 ‘万
一 子刁丫

二
。一 ,

劣占专 万
一 , 专

守恒方程的条带积分形式 这里仅列出层流局部相似解情况

动量方程

〔瓮, · ,

〕
一 “ 夕, 〔只 , · ’ 厂 几

‘ 〕一“

二 。。 。 户 。

厂 占护 夙 夙
一

八 、
十 卢 孙拜 侧 【母

叫

叹一 二芳一 号一份
一二

长 八一

杯 属
一 ,

能量方程

〔一

介 〕一 〔只‘ 十 厂‘ 户十 ’‘ 户 厂一 ‘ 户从一
。

元素守恒方程

,
, 一

, 、
”

蕊舟才
、 、 一 〔尤 厂 户 ’ 户 厂

, 伪 〕爪 二

气。 。 “
、

夕。 一 一

“
‘ 一

“
·

厂 护 一

一 ‘ , , ’ , 一 叹 , ·

,中下蜘
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。二产 。 二
。

井
、 ,

竺
, 、

刀, 三 舀刀〔
。 一 岑舀刀 岑 占刀 半少井 刀 〕

一 了

”
一 ‘ ” 一 ” 一 ‘ 一 ,,

’

。 ,

了
。

二
。 。 、 ,

竺
, 、 ,

、
夕 三 一 沙粉,

半一 宁沙 , 朴六粉 言沙, ,

裸箫上乡 ,

一 ‘

叹
一 奋 一

’‘ 一 ’‘
’

一 ,,

一

。 , 。 。 , , 。 , , , 。 。 ,

、
人 户 “

万一 正刁
· ”

犷 痴
。

” “ 丁 十

丽饥
一 ’“ 犷

、 , 。 。 。 、 、

竺
、 ,

、
户 三 占护 淤 一 斋 粉 苦扮 笠占护 气

,

景 占犷一 , 气艺 一 , 一 ”

一
,

’

一 ,,

占甲三 甲
, 一 ,

。一

。

表示几
, 。

或从
。

边界条件
, 二 ,

注 、

从 双
、

、

夕二 孕
, ’ 。 ,

争
’ , 亨

’ ,

从

对
,

的约束条件

翰 ’
。

边界条件 与 相比
,

多了三个条件
,

这是三次样条拟 合要求附加的条

件

三
、

解 法

为克服用矩阵法解上述方程组时出现的对计算机内存要求过高和计算过程过于繁杂的缺

点
,

我们采用了对三个条带积分形式的守恒方程逐个从壁面算到边界层外缘的
“

打靶法
” ,

并

对上述方程组作了改造
,

得到更适于计算的递推公式 为此
,

我们令

几 二 瓜

将其代入 一 得到

二 最
‘ 一 ,

最
‘ 一“ ,十 “

譬
‘ 一 ,

将方程 一 和 代入 经过整理后得到

月
。

其中
,

古粉
, , , 。 、

“ 二一 下一 气
。

一 尸
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,

二二二 下丁 —十

刀 。

。 占刀。 。、

占刀了 。

一 气 一 十 卢 少下子 气军丁 一
’

乙

一 一 夕 刀

邻
, ·

备哗

〔是
一

斋
。, 、 ,

、尹、一 。 占夕。 舀 , , , ,

而 。 ’一 万 。 ’十不了 一

、】一

箫

午 ’

一气
一一一

、三 儿性一 不竺、占侧
三 人仁 一 二竺,

占护
,
沙刀

三 一

五竺 夕丫 占 , 一 ,
占刁,

。 , 沙专 了杯
。 尸 “ 件 东一 甲丁 卞 二一一 个 一

了 几 了 一
乙 、 林 陈 一 。 巧 车然 夕

从
属

三

。 一 ,

翰
人性, 十 人一八仁

方程 的系数场
, , , ,

是节点间距乡, 前一节点流函数及其导数和热力学状态参数
,

输

运系数的函数 同样
,

我们令

即
。

三
。

可以从方程
,

得到

二 零
。 十 ,

‘

,

华
、、 从

将方程 一 及
,

代入 经过整理后得

。

其中
,

一 古刀 。

三 二 了 栽 人““庵 一 ’

占护 “ 厂 舀“’

一 , “护 。一 竺·“ , 、 。

三 , 一 荞 一 十

三 岛生, , 六
, 夕

厅 三
。 一 , 一 。

竺、舀犷
, 占 ,

三 〔一 ’ 十 〕
。 一

。 、 。

丫刀 几
即

乙
。

二
三 丫 《 一 舍 《竺 招

止
令 一 专 共几乙生

嘶 气一

犷 口 气
,

’

尸
。

。 。 , , 全 从 , , 。 、 , , , ,

三
,

才借 占护 一 五
”

占护 十
蔗二儿”占护十 六儿竺 乡丫

嘶占 。 “
’

“
‘

一 “
’

“ “ “ “

一
‘ 了 “ 一 ’ 一

’于

五 三 弄一 人
’

古刁 人
”

母护 一 人
加 乡护 一 儿竺, 占护
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力 学
,

举 报 年
‘

栩 甘卷

三

午
。 八 一 ’。必 ·

晶刀
”

‘“ 十

式望 护 夕

最后 令

从 和 得到

从
, ,

午
‘

,冬 、 一 、 和 了七入 整理后得到
, 立

止盯,手
, ·

三

、
二

、

井一 一

、 三 从二

三 、

、 占刀

一 从
, 占护 么 ,

, 产
, , 产

代 万下于丁 入 十 气 人

气 “

方程 和 的系数
, ,

阮 。 是 竹点间距
,

热力学参数
、

输运性质
,

前一 竹

点的
、

石及坟异数和流函数及其导数的函数

对
飞

最一 般的化学反应边界层问题
,

打靶过程通常从动 量方程开始
,

然后其它两个方程

与其它边界层方程解法一 样
,

求解时需假设初始音面厂
,

, 和石 实施打 靶过

程时裔赋初依
,

例如对动鼠方程需赋厂
,

厂
”

和 丙的初值
,

然后由方程 一 劝 向边

界堪外缘推进 对初值的选择并不苛刻
,

例如
,

利用不可压平板或旋成体驻点的精确解和令
,

作初值就可以 计算过程中这些值的调整由可变多面体算法的程序“ 自动进行

由
几

打靶过程中的递推公式是一元一次和二次代数方程
,

我们又用 了最优化的多自变准

求极小值点的
一

算程序 —可变多面体算法
’ 〕来实施迭代过程

,

所以整个打靶过程是异常快

捷的

四
、

算 例

为了确定现在方法的可靠性 与文献〔 〕一样
,

我们将计算方程置 于特例情况之下 计

算 了有精确剖面数据可供比较的不可压等特性平板层流边 界层 解 和不可压等特

性旋成体驻点边界 层
一

解
,

所得结果如图
,

更精细的比较列在表 表

中 从表中可以看到
,

现在方法与精确解的误差在千分之一以内 与积分矩阵法达到的精

度 位一 位精度 〔’〕基本相同

上述两个算例只涉及到动量方程的解
,

为进一步确定现在方法的可靠性 我们还在未部

半径
、 ,

驻点压力
,

、 , ,

驻点烩万
, 二 的条件下计

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



增刊 魏叔如等 边界层方程的一种新解法

算了离解空气平衡边界层
,

计算得出驻点冷壁热流
‘、 又 ’ , ,

而由文献〔 〕

经典热流公式得到的驻点冷壁热流 厂 丫 , ,

误差在 左右 因此
,

也

是很令人满意的

表

本 文

不可 压平板 层流边界层方程的解

结 果 解

军

硬硬少

通

‘

《

《 牛

弓 了

石 ‘

了 诃尹〔〔争〔 搏

〔

川

飞

川 主

川 】

乍 未 吕

只〔

污 飞 于

冬 冬

亏 《

‘

〔

了

万

〔

、 弓

怪

心

川《

,

〕理

戈 川

〔

生 《 亏

〔 〔

一

弓

〔川

精 确

厂

乏了犷川〔

肋

了 〕

〔

只

冬夕

李今了

弓

毛气叉 飞

呼 〔宝

‘’

⋯】 醉川

飞 季布

宝

二

‘ 凡

表 不可 压旋成体驻 点边界层方程的解

卞 文 结 果 角旱

二蕊仁扁
厂

阳

冬

了少

问

理

精 确

厂

川 川

厂
“

呀

川

七夕 健

亡

川

工川

硬 川

川川

一 贬〔川

。

川

川 冬

一

土

亏

字

日

川

〔

】

吞

落

《 下

川 工

冬

〔

五
、

结 论

本文给出的边界层方程的新解法
,

由 保留了积分矩阵法节点数少
,

针 算机时省
,

计算

精度较高的优点
,

特别适合 厂多组元化学反应边界层汁算 又由于本方法数学过程比较简单
,

对计算机内存无特殊 要求
,

在中小塑计算机 仁即能迅速得到满意的结果
,

‘

因此
,

易为工程师
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“ 年 , 第 , 卷

所接受

本文的计算方程是在层流边界层局部相似假设条件下推出的
,

将其推广至非相似和湍流

边界层时
,

不会有什么困难

卜乃二 。

刀

精确解

匆书。气

。

本文

一一
。 。

图

参

本文结呆与半青确解比较
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