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提 要

本文中采用边界积分方程和有限元藕合的数值方法
,

计算了二维波浪绕射和辐射问题
。

给出圆形
和长方形浮体

、

潜体在波场中的水动力系数和所受的波浪力
,

并详细讨论了计算方法
。

祸合元方法是
近年提出的

,

用于无限区域中波浪的绕射和辐射问题时单元少
,

计算方便
,

经济可行
,

在海洋工程和

波能利用时计算流休中有一定的推广意义
。

该方法也可用于三维问题
。

引 言

设计各种海洋工程结构物体时需要得到波浪对结构物作用的详细资料
,

并提供当结构物体受

到强迫运动时
,

与周围波场相互作用形成的波浪荷载 在工程应用方面
,

当物体的尺度较大
,

波

高相对波长为小量时线性理论巳能较好地满足实际工程设计的需要 ’ 。

以往数值计算波浪荷载常

采用有限元法或边界积分方程方法 】 第一种方法将无穷远处的辐射边界条件近似取在距物体三

至五倍波长有限边界上
,

把无限域问题限制在有限域内用有限元法求解 此方法对于复杂形状物

体
,

近似辐射条件不能很好反映 自由表面波传播过程
,

波浪载荷计算结果受频率影响较大
。

为减

小频率对结果的影响
,

必须使近似辐射边界远离结构物体
,

因而计算量很大
,

计算时间过长 第

二种方法中引入 函数满足表面波无穷远边界辐射条件
,

自由水面及底部边界条件
,

在物体

表面建立积分方程
,

离散为边界元求解 此方法虽然在求解区域上降低一个维度
,

但代数方程是

一个非稀疏
、

复系数方程组
,

用于复杂物体形状时计算量仍然相当可观
,

而且需要计算任意物体

形状上的边界积分
,

结果不易满足精度要求 由于在物面上建立积分方程本身存在不规则频率问

题
’ ,

对于任意形状浮体求解积分方程时不规则频率发生的位置无法估计 本文采用有限元和边界

积分方程结合的算法
,

即藕合元方法
,

计算了二维物体在波场中绕射和辐射解
。

对海洋石油开发
、

船舶工程设计有一定实际应用意义

二
、

基本方程和边界条件

假定流体无粘性
、

无旋
、

不可压缩 浮体做微幅简谐振动
,

其辐射问题和绕射 ’题的速度势

可统一表示为

中 二 , 一

小二 , 一‘, ,

设 以下用黑体 表示 为物面 的外法向
,

且记
, ” , ,

其中 二 二 一 二 。 一 一

‘

本文于 年 月 日收到
。

一 一
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二 。 。 , ,

物体平动和绕转动中心 二 。, 二 。

转动速度夯量为 式犷“ 一 , 竹
, , ,

。为圆频率
,

表示横荡
,

表示垂荡
,

表示横摇
。

参考图
,

线性化自由表面条件后可给出辐射和绕

射问题复位势 小二 ,

习 满足以下方程和边界条件

艺

图 示意图

、,尹、尹矛、子、
、 。小 一“

「 户

下片 , 矛州

一 、夕

口之
在流体 中

、刀、矛,矛‘、、

。
小二 沿

沿 之 一

干 ‘小 差 义‘ 士

令鲁鲁鲁

其中 为波数
,

表示水深
,

七由频散关系给定
,

丸

位势 小是入射波 小
, ,

散射波 小
。 和辐射波 小二 的线性组合

,

小 小
,

小,

艺叽机

物面边界条件为
, ,

辐射问题

器
· , 一

豁 绕射问题

用 表示入射波的波高
,

‘二 侧 一 ,

入射波的解为

妈 一 之道
自 万

伽 耘 之

哪 七
护‘‘

方程式 一 的和 是本文求解波浪与物体的绕射和辐射问题基本方程和边界条件

三
、

计 算 方 法

藕合元方法的基本思想是由 提出
,

了 ‘
首先应用

的 苏铭德和张庄
“
曾做过介绍 祸合元法的基本思想是将物体 以 外流场 用一简单边界

一 一
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夯成两个部分
, 二 烧 。 如图 所示

,

。 的边界
,

亏刃
,

的 边 界犷 , 口
一 气 一 , 在 几 中将 小的变分泛函表达式离散成有限元求解 对外 区

,

建立边界

积分方程
,

由于 引进了水波 函数
,

自然满足 , 、 一 、 。 的边 界 水 件
,

因此积分方

程只限于在虚设边界 上用边界元求解 速度势 小在两区域交界上必须满足藕合连续条件
,

若用
、

分别表示 和 的外法向
,

且
, 一 饥

,

两区域 小值在 上的藕合关系为

小 札
甲 一 甲 , , 了丁一 一 一 下又二一

一 内区速度势 小
, 的 变分泛函

小
,
在 内满足方程

、 、

有以下形式的泛函表达式 〕

“ , 一

晋仃小
二 ,

。
中 ‘ 一

‘

石一

石 俘
。““ 一 小““ , 一

枷器
‘

上式中前三项代表方程
、

积分方程共同求解
。

将 式对

理后可得

各 小

、 ,

第四项边界 上的积分是未知的
,

需要藕合外区 上的

小 取一阶变分
,

并且将第一项
, 的区域积分进行分部积分

,

整

一

仃‘“‘ 箫
一

手‘ “‘

斋
一 八 “小 封箫

“‘ 一‘箫
可以证明 式中最后一项 边界上的积分等于零

。

为此只需要在 区应用 公式
,

以及
, 、 。。、 ,

一

上的边界条件
,

即可得以下积分关系

票
“小 一‘ 豁

·

再利用两区域的藕合关系式
,

可得到 幻式中最后一项 边界积分为零
。

考虑到
、

可知 小 所满足的方程和边界条件等价于 中 取极值的必要条件

各 小

上式是在 区求解 小, 的方程

二 外 区 小 满足的积 分方程

、

在 区为满足无穷远边界辐射条件
,

引进了水波 函数
“ 。

任意点
,

尸 二 。,

表示 上任意点
,

如 图 中所示 函数‘ 二 ,

计 二 ,

力 表示 中的
“ ,

满足

之
劣 一 劣 。 一 。

折

一 一

竺二‘ 。

干‘

在 之 一

在 」

当 、士

令韶一、韶一、豁

式中 各为 函数 方程 一 的解有积分和级数两种形式【“ ,

积分形式为

一 一
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劣 , 之 戈 。 , 之 。 二

,

——兀
厄二 一 二 。 玉 二 一 二 。 主〕

, ,

十

—艺立

区竺竺立丝业竺玉丝丝旦竺

一

令 只气井

罕

一 产几 林 。 。佣 拌 二 佣件 一 二 。
,

卜币 卜 一 入 卜

一 卫生 。 佣 。 。 。 一 二 。

式中 王表示主值积分
,

久 ,
。

级数形式 函数为

劣 , 劣 。, 。
一 ‘卫 。

咖
。 。

产 一‘

,
, 二 , 。 一勺 卜‘

乙

以上二式中
,

。
。 入 日

入 苗 急

。 和 , , ,

⋯⋯ 分别是下面方程的正实根和正纯虚根

菌 一 久

力 己 护
边

七 了 二厂丁 卜下下 二一二下 二 , 艺 , 若 , 二
’ ’

“‘ 了十 “ 八 一

可以根据 公式建立 区上 小 满足的积分方程
,

将 公式应用 于 机
、

的形式为

‘,
’ 一 ’‘ ,“ · 仁尊

一 机尊、 卿
以 、 口 ,

夕 习 · 召一 。 夕
一

应用 小 和 ‘ 尸
,

尸。 在 内满足的方程和边界条件 式可以简化为

一 皿 一
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丁
, 。

,

豁
‘

尸 一 小 尸 共签
,

尸
口 ,

, 。 , ‘ , ·

在上面的边界积分中
,

尸 二
,

是变点
,

尸。 ,

几 是边界 上的固定点 当 尸 和 尸。

重合时积

分核具有奇性 如果使 二 ,

沿着以 尸。 二 。 ,

而 为圆心
,

以 “ 为半径的圆弧 移 动 来求边界积

分
,

当 一 时 式积分方程可以成为

普机‘尸。 、

「干‘ 尸
,

尸。

擎
兰 尸 一 小 尸 薰 尸

,

尸。

不、 尸 一 。
一

上式中第一项与 式中积分核的奇性有关 等于 上 尸。点在 内 的平面角
,

如图 所示
。

如以弧度表示
,

丫值可等于 习
, 二 , 兀 。

应用藕合条件 可得在 上 小
, 应满足的方程

,

丫小 尸 二 , 、 , 。 、 。 , 、 。 , 。 、

小
, 、 。 , 。 、 八

竺 之二 旦二 小 共兰一 ,

尸。 一 , 。 共土上
“

’

丫 ‘ 、 一 ‘ , 、‘ ’ ‘ ”‘

一
、

“ 一 ‘ 一 ’ ‘ ”‘ , 、 一 ‘

一
、 ‘ ’ “ 、

一
,

三 数值代数方程

根据方程
、

和 的可建立求解速度势 小的代数方程
。

基本思想是 在 , 区 应用有限

元将 式离散
,

代入 式一阶变分中 因 式中第四项边界 上的积分是未知的
,

需要通

过 助式藕合求解 在边界 上应用边界元离散积分方程 动
,

形成总的祸合元代数方程

参见图
,

将区域 分为八结点等参单元
,

总结点数为
, 二 中有 个结 点在分界线

上 上的边界元为三结点等参单元 因在以下计算中仅包括
,
内 小 的计算

,

以下用 小代表

小
, ,

代表
。

用 ‘ 二 ,

幻和 ‘ ,

分别代表有限元和边界元的插值函数
,

任何一点 的 小值

可用各结点的 小‘ 值来表示
,

即

。
, ·

艺、 , 二 , 二 , 二 , , 二 ,

卜 艺
一 一

小 二 , ·

卜艺、 , 二 ,

小 二 , , ,

卜艺
了 了

,小, 在 中

冲 , 在 中 盯

单元内某一点 二 ,

力的 小值实际上只用到本单元内结点的 小值来表示
,

对 于 单 元 以外的结点
,

入 。, 八 汗 。二 、 小二 、
、

二 ’ , 国 。 、小 , 二
, 一 孟以 , 一 佗犷 川 倾口

由

岁先一石二一 二 勺 匕人 乙 弓人门 口只 」于仁夕 工、 卜‘咬 、

几

攀
二 ,

登桥
二 , 二

票 、
,

, 书
,

尊、 在 , 上
日‘ 刀 ‘ 日 夕

了吕

二 、 。 二
、

、 , 二 二二 丫二 ,
、 二二 、 。 , 二 二

, 、 , 二 、 。几 、 田 , 小 、
因在外区引进了 函数

,

不再需要计算外区的 小值
,

其影响 可以通过沿 边界 的
一

擎
一值来

目 一
’ 砂 ’

一
咨 一 一

, ” ‘ ”

一 一 ” 丫 ’ ” ‘ “ “

⋯一一 洲 ‘

以

一
, ‘ , , 、 、

一
、 , , 、 ,

一
、 ,

击 一
、 二

一
, , 、 ‘ , , 、 、 ,

反映 由 劫式可建立 上 个 中值和 个 答岑值的关系 再利用 式形成 二 个方程来
囚

、 “ 声 户、

一
“

洁一
’

‘ ’ 丫 一
一

’

‘ ’ ” 、 尹 ‘ 、‘ 沙“ 一 ’

。 ’

刀 一

求解 , 个 小值 可将 幻式写成
,

架黔 中‘

会
一 ‘

器
‘

应用
、

式
,

上式化为

一 一
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共黔 艺
·

会
“ 盆

小,

鳌 “
‘

、·、

鲁叉
了一 咨

, ,

⋯⋯
,

通过上式可以将 , 上每个结点的
祭无用各个结点的 小值来表示

,

以求解 价 个 器 值 为了使以下推导简便
,

可将 器 , 值写成
,

器
, ·

党
。

沛

因上式包括 万 个方程
,

可

忿一

助 可以由 式求出

应用 式时
,

可将泛函 帕写成今
、

小
, ·

一
为零

,

将
、

盯
、

式代入 式可得

小, , 的函数
,

再 令 对各 小
‘ 的 偏 微分

,
,

小州 ⋯
,

、击拐艺艺 鲁
·

瞥 尝 旦些、
才 小

‘
小

口 忿 门月

口

召。 澎刀

一

金万护 弓

沛‘

艺 , , ““

目门

, 艺、小‘

乙

艺 冲艺
,

二

鑫

。司 小,
沙了一

一

求 如 对 小
‘ 的变分

,

并令其为零
,

渔
,

丽
“

总沙封 劣

‘

二 十 二 ,

戈

了

旦丛、
山 ,

一

李邻‘如
习 ‘ ‘ 、

弓一

声

与

,
‘ 一

艺艺,

奋 才

‘“两““ 一

艺艺中
‘

诊 一

‘

碑,︸月

一

【”

一 ,

“
, ’

”
” 屿

,

【

结点 不在 上

结点 在 上

当结点不在 上时
,

上式右方最后二项为零 由于 式求和下标可以任意改变
,

经过简单改写

可以得到方程
、

的矩阵形式
,

具体表达式从略 由方程 一 求解未知 函数 中‘ 的

代数方程
,

即可得到问题 一 的解
。

本文中
,

求解代数方程组时采用了高斯消去法

四
、

数值计算和结果

一 函数奇异积 分计算

求解 式边界积分方程时需要计算 函数及其法向导数 在 式积分 形 式

函数中
,

实部无穷积分“被积函数的分母为零时积分奇异
,

需做主值积分处理
,

以符号犷表示
,

记此部分积分为 , 二 设 日 林
,

日
。 ,

肋
,

简单推演后可得

一 一
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日 日
日 一

日 ‘
雳一 。 骨

。

导 一 , ·

户

, 。 、 了 日
。 、 。 , 一 气日花丽不万 〕

一 召

日一 日。

日
。

日
。 日

。

刀落一亢尸 二

一

日 一 夕 日
。

日一 日
。

日一

令二
。

赫器石 哥 日 ‘ ,

当 旧 一 日
。 。 时

,

上式中第一项被积函数近徽为

日 一 日
。

日
。

一 日
。

日合一
,

,

日
。 一 了日

。

‘上典 架弊鹦幽
一 一 十 。 」

上式中
’

日
。

是 印在 日
。 的导数值 式为 式奇异积分的主值 助式后一项积分被积

函数无奇性
,

可进行正常积分
。

本文计算中
,

为保证精度
,

数值积分一律采用高斯积分

二 波浪荷载计算

波场的总速度势是由入射波 小
, 、

散射波 小。 和辐射波 中以
, ,

组 成 的 由代数方程

器 一 可以直接求解基本方程 助一 对应的绕射和辐射问题 绕射 位势 标 为入射波祖散

射波的迭加
,

小 小
,

小。 在解得物面上各点的位势 小 后
,

沿物面积分即可求得单位波高对物

体的绕射力
,

。。 「
, 。 。 , ,

二
、

二。 , 。、
, , 。 。

刀 了 二 一 夕有“ 。 八州 一 一了石, 、甲 一 甲召少召 一 刀了 , 石 , 石
一 。刃 不 夕

如果令 甲
。 。一“ , ,

则

一 ‘。

可
, ,

“ 小· , ·、 , 二 ‘
,

定义无量纲绕射力
二 一区到一 ,

其中 表示物体沿 方向的特征长度
,

表示入射波高
,

是复数 二的模 物 体 谐 振荡的

辐射附加质量系数 林。 和辐射阻尼系数 入, , 可由下式确定
’

。、
音入, · ,

瓦
, ,

规定单位附加质量系数和辐射阻尼系数为

卜二
林夕了

’
衬 , 二

达七 ,

,

表示振荡物体浸入水中的截面积
。

在 和 式 中
,

‘二 侧 一 ,

街
, ,

是物面的

广义法向量
,

参考第二节中的定义
。

三 计算实例

本文计算了圆形和矩形二维柱体绕射和辐射问题
,

见图 每种形状又分水面
、

水中和水底

三种情形 为了验证本文第三节计算方法和程序的精确度
,

将半圆形浮柱体垂荡的附加质量系数

“ 和辐射阻尼系数 从 的计算结果与文献 〔习
、

〔们
、

〔 〕的结果进行了比较
,

见表 和表
。

说

明本文中的计算是足够精确的
。

作用于固定刚体的绕射力计算结果见图
,

物体形状有圆弧形和

矩形两种 单位绕射力的表达式为 和
,

月 表示 方向的漂移力
,

几 表示 ‘ 方 向的升沉

一 肠 一
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为 刚体振荡引起的附加质量和辐射阻尼系数见图
,

本文给出 了 心 卜 以
、

从
,

和 从 在矩
形水面浮体的倩形

,

结果出现间断现象
,

如图 中 所示
,

这是与求解积分方程 加 式中积分

核的奇异性有关的
,

在此仅做简单分析

夯
一 几 一 一月

助 一州

’
侧

一司

羚羚毕拭拭
·· ’

斗斗 圣
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,

表

图 网格划分

半口柱垂荡的附加质皿系数“

耸州竺扭竺书生斗竺华兰 竺牛竺华州里州亘伞斗些
宜生乙丝竺业竺当上哩业里丝竺兰巴

。 , 。 。 , 。 。 二 ‘ 。 。 。 。 二 。 。 。 , , 。 。 , , 。 , 。 。 , 。。 。 , , 。 ,

一 , 目 一 性 口 〕 峪 一 刁 ‘ 一 口 叨 气 一 刁 毛 动 刁‘ 工 口 口 一 幼 工 刁 一 上 工 儿

一 竺土兰竺土上一一一 二
一 一 止一 一牛一

一十
一

一干一十 一召 一 户一 卜—卜 —一
向

‘ , , ·

遵
· 「

。
·

⋯。
·

。
· ·

。
·

。
·

,
·

,
· ·

丝

表 半 柱垂荡的辐射阻尼系效砚

一一
。

本 文

呈

。 。 。

。 。

了
。 。

。 。

了
。

。

前人 ’ 曾研究二维矩形边界 即以 为固定边界 内无浮体时
,

满足拉氏方程
,

边界上位势

为零的谐振波动问题
,

得出的解为

中 血
。 、 一兰

一

、血 、 。 ,

、 “

阴兀
川 二 , , ,

式中
、 。 为固定边界 的尺寸 此时圆频率 。 , 和波数 有如下关系

。盖
矛月 兀

生 五 澳奥 止鱼 、
, ,

一口工 ,

以上 边界内表面波振荡问题也可用沿 的积分方程 式来求解 因此当 。 满足 式时
,

一 式解出的 小不是本文基本方程 一 定义的解 此时用积分方程法得不到唯一解
,
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此频率称为奇异频率
奇异频率一般与边界 的形状和尺寸 有 关

。

在 图 威 中
, , , ,

、 ,

由 式可计算出 。

断位置大体上在以上奇异频率处
。

全 二 , 。知加 二 图 中曲 线 以 和 以
、的间

式得到的奇异频率是以孤立 形式间隔出现的
,

而数值结果

则有一个明显的变化范围
,

其原因是由于当圆频率接近奇异频率时

算精度不易满足而造成的 在改变 的尺寸以后
,

如图 石 中
“ 。

,

边界元和 函 数 的计
” 。

所示
,

使得奇异频率远离

计算频率范围
,

立即得出合理的曲线
。
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计算大尺度物体在波浪中所受载荷的藕合元方法是国外近年发展起来的
。

用这种方法能够适

应形状复杂的物体
,

对于解决海洋工程中常有的波浪和物体相互作用问题有实际意义
。

由于祸合元

方法中采用了比较简单的虚设边界
,

使得边界积分方程易于求解
,

精度相应提高
。
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,
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