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摘 要

本文提 出分析一类强非线性振子的一种渐近方法
,

导 出了用振幅和相位表示的

二 阶近似解
,

给出了振幅和相位所满足的方程
,

借 此可 以确定极限环 的振幅和性态

作为实例
,

还研究了修正 的 振子
,

给 出了相应的极 限环 的二 阶近似解析

解
,

与数值解的比较表明
,

两者非常相符

一
、

引 言

在工程控制和振动问题中经常遇到非线性方程
,

处理起来比较棘手 研究弱非线性问题

时
,

各种奇异摄动法 例如 方法
、

多重尺度法
,

等等 不失为有力工具
,

但它们对分析

强非线性系统往往无能为力
,

收效较少
,

只有少数作者作过一 些 尝 试
,

例 如
,

邓 川 和
, 曾用两变量展开法研究过有缓变系数 的 强 非 线 性 振 动 和 波 动 系 统 和

〔们 对有立方非线性的系统提出过一种椭圆函数法
,

给出了二阶近似解 〔 采用

时间变换法分析了非线性振子的极限环性态 文献 〔 曾把 加
一

朋 方法加以推

广
,

研究了一类强非线性百石振云石票绣 给出了极限环百芍流幅不百稳是性乎可据
,

在本文中
,

我们针对文献 中所研究的系统提出一种渐近方法
,

借此不仅可以分析极限

环的振幅和稳定性
,

而且可以在相平面上给出极限环的图形

二
、

方 法 概 述

考虑由如下方程描述的非线性振动系统
,

万
“ 十 一 “ , ‘

。 ,

已 《

‘ 一
,

其中
, “ 和 。 , ‘ 是它们的宗量的非线性解析函数 假设 。 一 。时 式有周期解

令
二 一 。 ,

必 。 ,

价 。 ,

价 ⋯
,

仁
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其中
, 。 为振幅

, 必 为相位因子
, “

,
。 ,

必 ,

⋯
一般性

,

设该周期为 , ,

而

必

于是有算子变换

“ 和 价满足

。 、 。,

⋯

是 沙的常周期的函数
,

不失

一 。 。,

⋯

素
一 “。

‘·
,备

·

荟
一

聂
·

·
,会

”。 · ,备 一
, 。 · ”‘·

赢
。 ·

,
·

,

爵
,

护

” · ’ · ,备
·

⋯

把 式代人 式
,

利用 式
,

可知 。。 , 必 满足

孟
。。劝 ,‘。 一

令 , 一 。时
,

少 一
, 。 一 召。 ,

因此
“ 。 。 , 。 , 。中 。 ,

一
,

设
,

式的解为
。

一 “ 。 , 价
, “ 。 , , 。, ,

一

而 “ ,

满足

乙 。。 。一 。
黑

、
, “ 。 。

一 。 , ,

中
一 」

月
,

一
。刀 。。日 , 。 。, 。

, , 。沙

“ , 。 。

戈。 , , 。 。 , 卫 八 业
。

方程 所对应的齐次方程为

。。。 一 。
一

嘿
, “ 。 。 一 。

价

对方程 分别取关于 沪和 “ 的导数
,

容易验证方程 式有如下两个线性无关解
沙 ,

二“” 一 。·

斌价 。‘ ,

相应的
、
行列式为

邵 牙 一 。声。。

一
。。 。, ,

后价
,

令上式中 价
,

利用
,

式
,

得到

砰 一 。、币 ,

孟
’

斌一
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因此
,

方程 的通解为

,

沙 “ 。 口 ‘ ,一 沙

咚
〔

〕
, ‘’ 沙

,

由条件 式得知

“ ,

一
。 才 ,

‘
,

于是
,

式的解为

“ ’

一 取石万
‘ 小叨助

。

一

, , ‘。 踌

十 万二又 犷
’

一‘

气

用
, ‘幻 分别乘以方程 的两端

,

关于 价从 。积分到

月、 沙

, ‘ 价

得到方程 的可解性条件
产砚胜

由于 俨 是齐次方程 的周期解
,

条件 式很容易得到
,

而 , 关于 沙无周期性
,

但因

为
‘ , ‘幻 , 二 一 ,

, , , , ,

一 。 , , , ,

通过分部积分可得出条件 式
,

它也可通过考察解 式的周期性直接导得

经过计算
,

得到

“ ,月 必 一 一 碑
, 召 。山

甲必 一 。

舌功
, 价 ,

。吸 、价

一
。。

, “乱一 一 。 汉 , 价 山

生 二价 、

一 刀。 , 口“ 。 一 万沙 一 吕 必 , 价 ,

产‘几,,“尹‘‘口

其中

‘￡ · ,

一 、’
‘一

。

一 ,“
, ‘一 , , , ,

,

根据可解性条件
,

式以及
, , , ,

, 式
,

得到

二

, 二 ,

乏痴
, 二 一

。

,

孟 , 二 ,

而 式可以表示成
, ,

二
, , ,

气 , 中夕 一认 中 。

一 二丁 下育 ,中
一 动 一 二 中“ 诊

石 。 艺 万 万 。
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扎动
只要求出了

。 ,

诱 和
。 ,

式
, 。 和 价由如下方程确定

必 ,

沙

对特定的 声
,

二 、
,

厌巧火
”‘ 十 瓦中“ 。‘ ‘ ’

,

价

,

由 一 式可得二阶解的具体形

去‘ ,

。 。 ,

⋯坐

如果 压满足

注 ,

动 一
,

则 云 就是极限环的振幅 若 成 动
,

则该极限环是稳定的 若 川 动
,

的

由上述可见
,

这里提出的方法
,

实际上是 从 方法的一种推广形式

于弱非线性系统
,

而我们的方法则可用于存在一阶周期解的一般非线性系统

则是不稳定

方法只适用

三
、

实例 修正的

作为上述方法的应用
,

我们来讨论修正的

振子

振子
,

它由如下方程描述
‘ 一 , 一 “ , ‘ ,

“ 一 ‘。 , ‘ 一 。,

即上节中的 和 为
“ 。 一

, 。 , ‘ 一 一 凉

“ ,

价 满足

篡。
。。

、

一
。 。 ,

。 ,

一
, 。山 ,

一

式有周期为
, 二 ,

。 为 , ,

匀 ‘ 目 习 月十

“ 。
一 。 少 ,

钓 一 。 。 梦
,

梦 一 兰亘

其中
,

毋 为 椭圆余弦函数
, 尺 为第一类完全椭圆积分

,

模 左由下式给定

一

。

应取为

一 鑫
·

一
,‘ ,

容易算得

梦 梦一
,

一一一

娜 梦 十
。 一 。 一

梦 梦 一
一

梦 梦 梦
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一

爱
· , , , ,

爱
一 专

‘
气

了

是万 是
,

其中
, 梦 , 梦 为 椭圆函数

, 梦 为

类完全椭圆积分和不完全椭圆积分

把 一 式代人 式
,

利用 式
,

算得

函数
,

和 石 梦 分别为第二

, 。 ,

价 一 奥。。

兰、
。 , 一 。 , , 一 。

一 一 ,

汀

珍乃斗
廿

了、了、了气了︾乙、厂一、。 梦 梦 梦 。 。 梦 一
,

。 , 沙 一 一
, , , 、 ,

一 一
一

夕
一

甲 十

。 , 。 ,

一 。

—

—
扣 望

‘

一

十 一一一一三 一
,

一
,

一
梦 一 一

一

兰一 五

一
,

、
一 气 十

, 一一
一丁 万丁 儿 犷,

“

一 乙

式中
,

,

一含
·’ 梦 ,

·’ 梦 二 梦 · 梦

六
·’ 一 , , 梦 ,

· 二 梦 · 梦

一
蠢一

‘一 音
一 梦

撬
‘ ‘一 专

代斗
毋 一

毒
·‘ 一 ·’

一 ‘ ,
’ 梦 ,

击
【 , ·’ ‘ · 一 , 一 ,

一
·’
一 , , , ,·

黯
,

一含
·’毋 一 梦 二 梦 · 毋

六
, ·‘

一 ,梦 · 梦 二 梦 · 梦

一
蠢

,

一
, , ·’ 梦

六
·’ ·‘ 梦

奈 一
, , 一 , , ,

一 一
‘ , 音

一

食 一 一
‘ 了 梦 , 一 ,·

黯
,

这里 。 梦 是 函数 由 一 式推得

, 。 , 二 一 早
二

芝鱼 一 、 一 一 召 , 一
,

》汀

‘ 一 · , 一

聋
‘ 一 , · ,

·

代人
,

式
,

我们有
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· ’一 念 一
, 一 ‘ 一

,

一 互
,

尺 」

工

一

把上述结果代人上节有关公式
,

就可形式地得到二阶近似解

令 式中的 左 口 一 。,

得到极限环的振幅

云一 ,

这一结果 与 。 , 用时间变换法得到的结果 相一致 不难算出

厉 一 一
,

因此
,

这个极限环是稳定的

对于该极限环来说
,

在二阶近似下
,

“ 一
。

反
,

沙 。 压
,

琪
· ,

‘ 一 。。 及
,

必 。 。“ , 。 ,

必 ,

其中

下面
,

讨论极限环的性态

斗

、
,

一
,

从
。

。、
,

。 ,
,

戈“

篇
。。

、,
, 粤, “ 。、

,

、
,

, 、,

,
,

万。 」

了、、、,夕

几必。 必 云,

价 一

病一 ‘ ,

沙 ,

十

忘
种 ‘

,

及, 必

厅
。 压

访 反
,

必

理三哗, “ 。

斌 、
,

。 ,
,

、
,

。
,

仃 。弋

一 , 、一 。。、 万 几少灯 二
, ‘

一 “ 梦 十

不
飞务奋

而

犷 ,

。 。

反,

价 梦 梦

云 一
梦 梦 梦 ,

“ 、 、,

一 丛工哑刀 一 梦 少 十 二 , 一李忿一气‘

一 仁
‘

一
梦 梦

· 。 , 梦 一 一

一
少

歹兰万 趣 一

针篆爵 、
·梦

, 一 厅 一 , ,

一 式中的 “ 。 云, 必 , 。必伍
, 必 , 云, 必 ,

扣
,

必 由
, , ,

式中

令 。 压 求得 这样
,

我们得到了以 必为参变量的极限环曲线方程
,

式
,

由此可在相

平面 “ ,

动 上画出极限环 对于 。 一 和 ￡ ,

极限环形状如图 所示 图中还

画出了数值求解方程 式的结果
,

两者的比较表明
,

这里给出的解析解与数值解非常符合
。
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一 一

石 州

一

一 一

一 ￡

一

图 】

四
、

结 语

采用本文的方法处理非线性振动系统时
,

由于选定了切合于原有问题的一阶解形式
,

因而

能较好地把握渐近解的性质
,

在二阶近似下就可得到较好的结果
,

而且可以避免文献
,

中

的谐波平衡法所需的无穷多个代数方程的求解

这里所述的方法可望推广应用于多自由度系统
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