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力 学 进 展 了 可。万

于 , ,

流 的 积 分 方 程 法

严 宗 毅
‘

中 月卜、月充力
’

宇研歹创
·

主题词 。 。 札 积 分 方程 法 氏雷诺数流 忘 体 功 力学势 。 , 数

。 流
,

或称岑宙诺数流
,

指的是尺 寸
‘

微小
、

迪度缓慢 的流动 它的理 论在化
一

二
、

生

物力学
、

物理化学
、

环境保护
、

选矿
、

地球物理和气象科学等各个领域都有重要的应用
上’子

零宙诺数流 可川 方程米描述
, 二 』

, , · 一

式 ‘ , ,

和 尸 分别是流体的粘度
、

速度 句准和压力 直到本世纪 年代
,

只 仃数 日 二常有

限的 。、流问题能够解析地求解 特别当存在多个物理边界 寸
,

只能川弱
一

「扰理论 反射

法和点力法 近似地解决边界间距较远的情形
’

‘

年代发展起来的多极 法 是
·

利, 强于扰

理 论
,

成功地解决 了多个球形
、

扁球形或 长球形物体的无界或有界绕流问题 即使间距很小

时 也能给出精确的结果
, 乙‘ 。

多极 法的解是一个截断的级数
,

仃一项都是某 正交 曲线坐

标系 卜式 的
一

,叮分离从本解 当边界形状
一

,封亥坐标系 日肉坐标而
一

致或接近时
,

多极

法是 卜常有效的 ,丁是假若边界形状偏离该坐标而很远
,

应用多极 子法却‘丁能得不列收敛的

结果
乙

例如
,

有限
一

长圆柱的轴向绕流这样一 个看来很简 单的问题就不
‘

〔用多极
一

于法的级数

解来衷达 多极子法把一般解表示成基本解的级数和
,

利用的是式 的线性性质 这正

如在位势流理 论‘
, 把

一

般解表示成源汇的积分 是利用位势流方程的线性性质 那么
,

能不能

把 。 流的 般解也表示成 某些基本解的积分呢 丫 回答是 肯定的 下 年
,

以 如 等

长
之‘

一

川零厚度扁球而坐标系下的基本解沿物面积分 , 年
,

, , 二
‘,

川点力
、 汰 卜 宁合物而积分 年吴毕一 通

川球坐标 ’多极 广解中各阶奇点浩物体内部轴线

或平面积分 他们在不 同程度上解决 了任意回转体或少以也物体的零雷诺数绕流问题 上述积

分‘卜都 含有待定的密度函数 它们和多极子级数解中的待定系数一样
,

都了别月配 位法确定
,

使才渗边界条件在有限个离散点 上得到满足 不 同的是
,

这样 一来多极 法得到线性代数方程

’
,

而采用积分的方法却得到线性积分方程组 这就是 “ 积分方程法 ” 名称的山 来 在 述

务种积 分方程法中
,

以采用点力的方法应 川址为 “ 泛
,

理 论也缎有系统 称为 “ 流体动力学

协 ” 理论 卜而只对这一 方法做一简介
。

一
巾 少见一乍

·



‘

工 流体动力学势理论

让我们考虑两个互相关联又互不相同的 流问题 图

间 中的真实流动
,

静止的物面 口 构成 的边界
,

无穷远处

来流速度为
。

流体的扰动速度 一 以及

湘应的扰动压力 满足 比 方程

问题 是在无穷流体空

口尸 ,

口 , 口 ,

〔夕夕

口
,

《夕夕
二 , 丈

一

见

初边界条件
一 , ,

户 一

哟
, 一 , 心

,, 一 ‘ ,

〔

在本文 , , ,

我们采用张量符
一

号
。

按照 扭 求和法则
,

同

一项内的重复下标表示对该
一 ‘标求和 除特别注明者外

,

下标

山 变到 问题 是 由点 处的 向单位点力在无界流体中

引起 的假想流动
,

流场内点 飞勺速度 ‘ ,

和压力 户‘ ,

满足方程

向题之

冬

,

,」个 订‘ ,

坦

业叙业
, 之‘ ,

口
,

口 ,

口了, 走 ,

舀 、占 一 ,

而少已穷远处流休静止
,‘ , 一 , , , ‘ , 一 ” ,

当 】】
一二 、 ‘ ,

式 ‘ ‘ 合 一 是
’

勺 函数 和
‘

‘ , 一

有
,

狂本 万解
一 、 一 ,

铆厂 ,

女。 一 尤

理乃 下 三

式 , ‘
,

二 一 ,

‘

、

,

若 灼 或 。 若 斗 幼

异出
,

口夕 ,

了这两个问题的 。 。 , 公式如 下

叮

二尸﹄︺

、口 ‘

口刀

一 ,‘ , 。 , 代
“ 夕

或
‘ ,

少万厂

《夕户

污

讨一与
、八。

卜

⋯、

,︺了、
夕

、‘
‘月了门︸、,,‘

· ‘, ’了
‘

〔 ‘ ,

〕, , 一 ,‘ , ’
, , 。

,

七 夕

甲

少
, , 仁 〕二 一 舀 , 口

口

、

匆
万

’

,

仁
考 ,

」二 一 写 , ‘ , 沪‘
口, , ,

口豹

口,‘ ,

刃「

分别是问题 和问题 的应力张星
, ,

是指 向物体内部的物而法向
一

单位 向量
, ,

和
,

‘的下标 表示积分是对点力所在位置 做的

利用
,

容易看出 左端化为 。 、 这意味着流场内点 的扰动速度

·



可表示成两项面积分即 “单吸势 ” “
和 “ 双层势 ” ” 之和 于是可利用 把

写成
二 。全 犷
二 一 · 一 孟 声〔, ‘ , 〕, 了‘, ,““一 “““

,
, ’少、‘”“

、声、、了‘
、‘、

止
,、 ·“ 一 “

少兮
‘ 一 “‘ ’‘

·

‘, ,艺‘
·

· ’

‘” , 一 ‘
’

, 〔“
走‘、 ,

〕一 ‘ ,了 , ,

。 扮

一

二 “ 杯 一“ ’“ ‘·

万少”“
‘ 一 “‘ ’“走‘, ,“ 了‘, ,““

“

式
,

卜

厂 二 了
’

, , 。

表示在真实流动 ,扣点 处 方 向上的应力合力

司 ‘ 灿 证明
,

当物面的扰功速度为常数 寸
,

对
一

」物面以外的流场点而 言
,

珠
而土的双层势恒等于零

,

这时只要单层势就足够 她还证明
,

只要边界面 口 是 工

曲而 对有实际意义的曲面而言
,

这相当于要求 口 处处有明确定义的切平 附
,

单层势 “ 、

在流场内部和边界上是处处连续的 另一 方而
,

双层势 , 口 却在界 面 口犯 处间断

, 兮 二 。梦
。 “ 了“ 。 ,

,

“ 任貂 , ‘。任口韶 ,

从物理上 讲
,

单层势和双层势分别相当 」点力和高阶奇点在边界 自上的连续分布
。

越一

种势 及其相应的压力
。

各自满足 。 。、方程 和无穷远处条件
‘、 要想使

成为问题 的解
,

只需要调整 厂
,

使得物而边界条件 得到满足就行 了

且 零雷诺教绕流问题
。 ,飞 。 。最先应少上述理论解决 了任意形状物体的零宙诺数绕流问题 他

们 让 一 中的点 逼近物面 口甜 ,

注意到双层势的间断性
,

发现物面无滑移条

件 可写成

一 口 ‘· , 一

鑫 “ ‘ 一 “‘ ’“
‘,

,

万”“
‘ 一 “ , , , ,日 介‘ ,““

,

·

侧比
·‘义了 一

嘴厂“

斗
、 、、, ,

、、。。

式中的积分级在 二 点奇异
,

但当 口 为 。 曲面时是存在的 可证明
,

劝
,

表示 均问题 对任意 有唯一解
,

所 以 一 解出的 厂、 万 代入 一 后

就得到间题 的解

对
一

于未知密度 函数 厂 说来是第一类 价 。 积分方程
,

一般不能解折求解
, , 。 和 。 采用 。 一 。 。 。 。 的配位法

二。」求得数值解 具体做法是 先把

物面 口 分成 个面元 刁。

伽‘二 , ,

⋯ , 戊 ,

使每个 乙
二

都足够小
,

从而近似认为 厂 在

』
,

上等于常值
,

例如
’ ,

这里 ’是 刁
。

中的一个点 然后再让 只在 个离散点

·



称为配位点 “ ’

上满足
, 一 “

是积分方程变成了一组代数方程

︸

打一 、 解 一 愁”一 夕 ‘
厂

’一 夕 , 沪
’一 夕、

了宝
,

,

兀拜 叉 “ ’ 恤
一 、 少兰醉竺岁上

一

时
,

叫 。 了 玉
, ” 夕

刀
‘

, , , ⋯ ,

共有 个线性方程
,

从 件, 可以解出 个未知的厂、 ‘ 解出以后
,

代 亘 一
,

可得流场中任一点 的扰动速度

仪 广厂 「 父

“ “ ’一 井
、

蒸
左“

’ ‘

” 于
了

‘义 一 鱿

才
‘ 二丛

一

, 纸

一

介 一少 恤 一 地
一

,

一
犷

、 ,

任招一
︸了

、‘幻产、、甘八口

因为 是物面上的局部应力合力
,

所以物体所受的总力 和力矩 都很容易算出

、

、

比汀日日万厂 ‘ 一 艺厂 ‘”

‘ 二

艺 必‘” ‘ ,

夕
·

, 刀 犷

式中 , 若 二 ,

或 或 一 若
,

或 或 。 若任二

下标相等
。

整个解法中最关键的部分是计算 右端 』, 上的积分 当物形为轴对称时 可解析地

把沿幅角方向的积分表示成椭圆积分 仁’。二 当 椒 时
’”

是奇点
,

在它的邻域得用
一

切平面来

近似刁
。 ,

然后采用局部极坐标系解析地计算积分 而所有其余情形一 般都得做数值积分
’分别算了回转椭球体和有限 长圆柱体两种情形的轴对称绕流和三

维绕流 其中长球体在剪切流中的情形 图 另有

精确解析解可供 比较 当取 扭 时
,

对于 长短轴

之 比在 至 的范围内
,

力矩的相对误 差 在 至

范围内
,

物面应力分布的最大相对误差小于

对于很长的球体
,

如果靠近两端多取一些配位点
,

会

比均匀取点时精度为好

积分方程不仅能用于边界为固壁 的情形
,

司样
一

也
夕 叨流 「于的长球体

适用于有流体界面的情形 以 。 〔 了算出了粘性流中无粘气泡的定常形状
、 ’

表面张力很大时或很小时
,

他们 的解与原有解析解一致 当表面张力为 中间值时
,

原来的方

法不能解
,

现在也可 以解 了
。 , 匕 〕研究了单个液滴在另一种不相棍合的液

体中的非定常变形过程
,

发现只有当某一表示剪切力与表面张力之 比的参数小于临界值时
,

液滴形状才逐渐趋于定常
,

否则终会失稳而破裂

流体界面与固壁的不同在于 第一
,

固壁上粘性流体是无滑移的
,

因此速度 己知
,

只有



应力 或 厂、 ” 未知 但流体界面上速度与应力均是未知的 所以两种情形下积分方程中

的未知函数有所不同 第二
,

与固壁不 同
,

流体界面的形状是事先未知的
,

而且还是
一

可变形

的
,

因而间题可能是非定常的 在下一节的例题中
,

我们会清楚地看到这些特点
皿

。

存在无穷可变形边界的情形

年
, 。 〔’”,

川 研究 了固体球以常速度 垂直逼近无穷流体界 的 情 形

、, 一 枷
研‘ 、 夕

了

一

球业直于流体界面的运动

图 界面两侧的流体 和流体 互不棍合
,

在

远离球处是静止的 界面一开始是平的 球完全浸在流

体 中 在 界 而 厂
,

上
,

两种流休速度相等

记为 、 ’ ,

而两侧法向应力之差与 左面张力以及重

厂 力相平衡

· ’ 一 〕 一

式中 厂 是一个复杂的 已知函数〔‘“ 〕,

与界而的儿何

形状和表面张力
、

球的直径和速度以及两种流体的密度差有关 按照 一
,

两种流体

的速度 ’ ,

可分别表示成

一 ·

一
· , 去 , 、

〔 〕之 ‘ ““

一 、 , 。左 ,

」· , 、 ,

汉。体 。
过

百

一
弓 ·

一
·‘ 、 , 刃

‘、厂〔 了‘ ““‘

召

了 , 〔。“一 , 〕·“ , · ,‘, ,“““

‘

一 · ‘、 , 走 夕 〔, 子’

‘ , 〕·了‘ ,““厂“ 吐‘ 体 ,

子少

这 丝 标 农示流体界面
,

上标 尸表示球面 注意式中流体界面上既有单层势又有双层势
,

而球面上只有单层势 这是因为如前所述
,

当物 所速度为常数时
,

该 叮上双层势恒等于零
、

在球面上
‘ 之 ’ , ,

在流体界面上
‘,‘ ’ 二 ““

,

再加上法 句力的平衡

条件
,

共计给出三个积分方程
二 一 · 、 ,

, 、 、〔, 了‘, 〕, “‘ ,““ ‘ 了〔·“ 一 , 」· ‘ , ,乙 ‘ ,“ ￡

一 ·““
,

, 飞
“

了〔·‘’

‘, , 〕,艺了‘, ,“““
,

“ 赶“‘ , 认

尸声
刃︸三月

曰‘、搜恤︸叼︺

一
‘

·“
,

飞、仁、 , ‘ “· “ ‘ “ 无 、 ,

“ ·“ , ‘ ,““

‘

,

飞犷〔‘’

〕,‘亨 岁
,

任名‘
县飞,口‘‘万,曰户」

,



一

‘“ ‘ , · ‘“ ,
· ·, 无 ‘ “ 一 几一 ‘ “ 、 , 〔·“

,

〕·“ ·
“

‘

,

飞
,

广仁 ‘’

〕,

夕 扩
,

任 ‘
、、卫,尸产月, ,︸

一

式中 几 那 , 刀 是两种流体的粘度比 在导 出 和 时
,

用了双层势在界面上 的

间断性 这三个向量方程中包含三个向量未知函数

了
’

飞
,

尸〔 尸 〕丁
,

飞
,

厂 ’ 〕, , 和

界面的形状 厂
,

虽也未知
,

可是因为

· 口 去

侧 口 口, “

我们可取很小的时间间隔 刁
,

山上一时刻的结果算出 盯
,

进而算出此刻的
,

然后把它

认为 己知
,

求解 。 一
,

算出准定常的流场 依此类推
, 以后的时刻可以一步步算下去

。 一 原则上可以象上 节一样化为代数方程组
,

然后用配位法求解 不过现在
’是无穷大的曲面

,

面元 乙
, ,

不 可能都象上 节那样取成有限大小
,

而无穷大的面元又会使有

的积分发散
。

解决的办法是把无穷积分域截断成一个大的有限域 。 。 叭 「’。〕估计了界

面上应力的量级
,

发现如呆在 二
一

。
处截断

,

所引起单层势和双层势的误差分别为 万“

和 石‘
试算表明

,

当球面取 一 点
,

流体界面取 一 点
, 。为 倍球半径时算

出的阻力系数
,

可以精确到千分之一 以内 他们 的计算揭示 了 当粘度比
、

密度差和表面张力

取不 同值时
,

流体界而的形状存在两种不同的模式 〔” 这对于研究物理化学中许多 现 象 是

有意义的

函数法

假设在 。 流中
,

固壁 ’以给定速度 运动而固壁 酬 和无穷远处流体都静止

护 , 二 ,

〔 ,

, , ,

任 。

这时流 甜 中点 的速度

“ , 一

可以用单双层势表示成
‘ · ,

, “无里 汀 一 · 、 ,

,、
、 “

了〔“一 , 」一 ‘ , , ‘ ,
,

“ 任‘ ,

‘

式中的未知密度 函数 月
’

和 八之 ’ 应按 以 前讲的配位法山满足 ‘ 和 而定

上式中的基本解
,

满足方程 和无穷远处条件 动
,

但在边界
’

和 梦 上不受任

何限制 现在假如我们能找到一 个函数 ,‘ ,

不卫于是
,

它不仅满足 和
,

厄且满足

, , , ,

任 ,

那么
,

就可以化简成



、 · 二 一 · ·,

, 、 “。 ‘ , 〔。、 ·, 〕 , , 、、
, ·。 、

显然 比 简洁
,

未知函数向量由两个变成一个
,

配位法 也只需在
一

价
、

边界 应川
。

对于许多情形
,

这不仅减少计算量
,

而且还提高精度 特别当 梦是无穷边界时好处就更明显

这样的基本解
,

叫做 函数
,

它只和点力的位置及边界 梦 的几何形状有关
、 等

’“ , ’

用 变换法找到了点力位于静止无穷平壁附近时的 函数
,

假定 向单位点力位 犷 , , , ,

平壁位于
。

图
,

则点 处的流体速度 。令
,

可

写成
· ·,

卜 。

止
,‘ 一

类
“ , ‘ ” 老

”‘“、 ·
“
一

占走 , 之 ,

晶、赞
一

咬
。厂 左 , ,

‘一 ”, ‘ ,

式中 表示点 与点 “ , 夕。 ,

间的距离向量
,

表示点 与点 夕 , 夕 , 一 间的距 离 向

量
, 一

‘标 。 只山 变到 从物理上讲
,

当点力平行于平壁时
,

它的 函数相当 于在点
沈 ,

点矛 , 、

主才 , 二,

戈

一一
︸一一一

卜 尸

姗砧
·洲卜、

块象停象

、一
,

名
·

点矛 点喝
卜 《之卜、

——今

十

偏毅于
一

入 ,

点力在儿穷平业附 生 图 点力
、 仁仃于平壁时的映像体尔 图 点力垂直 」二之卜里 寸的映像体系

互 , , 夕 , 一 处有一组映像
,

包括一个符号相反的单位点力
,

个强度为 左 白点力偶 其

点力垂直于平壁
,

而位移轴平行于原来点力 和一个强度为 一 “ 的偶极子 位移轴平行于原

来点力 图 当原来的点力垂直于平壁时
,

它在点 互 , , 夕 , 一 处的映像包括一个反向

的单位点力
, 一

个强度为 一 的点力偶 其点力方向和位移轴都垂直于平壁 和
一

个 强 度

为 尸 的偶极 子 位移轴垂直于平壁 图 这和位势流理论的源汇映像法很相似
,

不过

形式更为复杂而 已

我国留美学者许盛群 最近应用上述的 函数和 的原理解决 了回转椭球体

在平壁附近流体中的任意运动 这个解有助于揭示红细胞在血管壁附近翻滚对于增加氧
、

血

浆蛋 白和血小板扩散的影响 等人 〔’‘ , ‘ 〕给出了任意取向的点力在两平行板间或在圆管
,卜任意位置时的 函数 他们发现

,

点力在两平行板间产生的流动图像与 、 所解的

个平板情形在远离点力处是完全不 同的 即使在点力附近
,

也仅当两板间距大于点力至近

板距离 倍 以上时
,

才 可以忽略远板的影响 他们的结果可用于研究微生物的纤毛运动
,

植

物的给养和呼吸
,

呼吸道中粘液的传送 以及生殖道 中精子
、

卵子的运动 〔’ ,

。

与多极子法的联合运用

由上节看来
,

对一些复杂流动用 函数往往会使求解简化 但实际上并非所有间题



都是如此 一方而除极少数情况外 函数很难找到 另一方而某些问题的 函数即使

找到 了
,

也常因形式太复杂而不便实际应用 举 一个对生物膜和 合成膜的过滤
、

渗透等现象有

下卜上

重要意义的例子来探讨不 同方法的应川 假定在一 无穷大零厚

度平壁上有一 圆孔
,

两侧充满流体
,

而在一侧任意位置有一球形

粒子做任意运动 图 假设雷诺数接近于零
,

需要算球上所

受的力和力矩 解决这个问题的可能途径之一是多极子法 〔“ 〕。

可是 等艺 。」发现在三维情形下无法用多极子法精确求解
,

因为这时物形太复杂
,

难于解析地满足孔两侧的动力学匹配条

件 对于球位于孔轴线上时的轴对挺运动
,

他们的解〔川只能算

球完全在孔以外的情形 另一种可能的途径是 函数法
。

这

一问题轴对称与非轴对称情形的 函数己 由 。等〔” , ’

爵爵爵
卫 球在有孔平壁附近的运动

导出 但前者是在圆环坐标系下得到的
,

后者则是十分复杂的积分和级数形式 看 来 应 用

二 函 数 法 是 很不容易的 第三种途径是应用第一节所述的积分方程法 主要困难在于

有孔平壁不是一个 曲面
,

因为孔的边缘没有明确的切平面 解决的办法是把整个流

场分成左右两半
,

把孔也看成边界的一部分
,

这样每一半就都是 曲面 了 对两半分

别应用 二 公式
,

然后相加
,

孔上的单双层势消掉了
,

从而得到扰动速度的表达式为
· 、

一
‘ ,

, 去 〔, ·‘ 〕·丁‘ ,“““
尸

, , 「 几“ , , 〕
,

丫
’‘, , ·丁‘, ,“

尸

一 之‘ ,“
, ‘ ,‘

‘’ 、

“ ’‘ 毖一

, 不不户一

式

‘

厂
’ 一 嘿

一 ’〔 〕一 丫戈
’
〔 〕

是平壁两侧应力差
,

上标 表示球面
, 一

和
十

表示平壁的两侧 有一个很大的优

点
,

就是不管点 是在孔的哪一侧或是正好在孔中
,

它都成立 原则上可 以用来解图

的问题 可是积分方程法有一个固有的弱点
,

就是靠近边界上的量算得不准确
,

这对我们

算球所受的力和力矩是很不利的 大家记得
,

多极子法的级数解用来表示球的扰动时
,

算出

球的阻力总是很精确的 「’ ,

” 只不过因为有孔平壁的扰动不好用多极子级数来表示
,

我们才

转而求助于积分方程法
。

那么
,

我们为么什不能对两种方法各取其优点
,

联合运用呢 了 具体

地说
,

可把球的扰动用多极子级数表示 仁 ’ ,

而有孔平壁的扰动则用 第三项的积分形

式来表示

、 一

燕
、 · ‘ ‘

一
, · ,

一
一

产 儿 一

, 一 ,

刀

而之乏五万万
「 工 一‘” 十 ”

’ , ‘

严
,

丫

,



式中

句量

一 。 , 一, 巾
一 。 、 ,

尸
一 十

是 一 阶的球体调和函数
,

是由球心起算的径向位置

这可算是第四种途径 它的一个附带好处延使积分计算量大约减少 了一半

表 图 所示问题的阻力修正因子带 轴对称解 六。 二 , 。

一一
一

一
一

一
找

球在静比流体中运动

严宗级〔 ‘

知
「 ’ “ 习

写勺弓口,土一

一

一

一 弓

一

一 弓

一

一

一

一

一

一

一

不能算

不能算

不能算

静 叮

严宗毅

弓

弓 ‘

工

球 的 绕

弓

生

不能算

不能算

不能算

‘

早
一

写
八、︺,口曰甲应

⋯

曰友,上峭﹃八八八工︷一一一一

曰巴」

⋯
曰户、,山,‘

时

⋯
,生,止

阻力修正因子定义为球实际所受阻力与孤立球的 阴力之比 ’

,

七面的最后两种途径是严宗毅 〔 ‘提出的 他用 算出的轴对称结果
一

与 等 「’“ ,的

多极子解符合得很好
,

并且成功地计算了后者所不能算的球进入孔的情形 表 在对

采用加权残值法处理之后
,

严 宗 毅等仁 ‘ , 只

还第一次解决了有限尺寸的粒子在圆孔附近任意

位置上的三维流体动力问题
,

并且应用这一结果研究了膜孔进出 口 区的渗透细微结构 「 ,

”’。

这个三维结果也 已被用来计算小粒子在合成膜上的收集效率
一 。

山慧贤等
莎“ 」

应用 的积分形式解决了固体球
、

球形气泡或者带有固体球冠的球形气

泡位 于图 所示孔轴上时所受的流体动力问题 这一问题在化工 有重要应用
,

例如
,

当气

泡通过流化床时会吸附周围的固体微粒而在背风而形成固态球冠 这时 由 于固体球冠与气泡

连接处的速度有间断
,

如采用 的级数形式会收敛得很慢
,

采用 的积分形式虽然

使计算量加大
,

却能得到较好的结果

砚 积分方程法的优缺点

如上所述
,

积分方程法把求解流场化为求解边界面 仁点力分布的密度函数
,

使问题由三

维降为二维 这些密度函数有明确的物理意义 局部应力合力
,

在许多问题中正是我们感

兴趣的量
,

对于边界可变形的问题就更为重要 当边界形状复杂
,

其他解法难以奏效时
,

积

分方程法却常可应付裕如
。

此外
,

积分方程法的基本解可以有不同取法
,

又能与映像法或多极

子法联合运用
,

在形式上是很灵活的 这些优点使积分方程法近年有了迅速发展
,

不仅能解

决 流问题
,

而且 已被广泛应用于固体力学
、

渗流理论和传热学等领域 原理与本文大

同小异
,

但基本解形式是不同的 积分方程法也有其缺点 首先
,

它要求计算大量积分
,

对计算机的存储量和速度都提出较高的要求 例如图 所示 的长球体绕流
,

当 时要

算
,

个积分
,

而且大部分靠数值计算 积分计算时间往往占全部计算时间 以上
,

因此在选择其算法和编写程序时务必格外注意优化
。

其次
,

积分方程法的力和力矩结果之精

度一般低于多极子解 尤其是三维情形
,

配位点的选法可能对精度有较大影响 因此对于那

些边界形状与坐标面一致或接近的情形仍以先试多极子法为宜 当然
,

积分方程法的这些缺

点并非不可克服的 例如
,

尽可能采用近似解析算法来代替数值积分
,

会使计算时间大大减



少 在 中对于密度 函数 、
采用分段线性近似或分段抛物近似来代替分 段 常 数 近

似
,

或 者用点力在物体内部的分布来代替在物面的分布
,

都会使结果的精度改进 对于三维

情形
,

采用加权残值法来代替配位法往往会使收敛性得到改进
, ‘ , ”

值得一提的是
,

除了本文所介绍的基于流体动力学势的积分方程法外
,

本文开头所提及

的吴望一
「‘

提出的奇点线分布法近来也有 了新的发展 在采用分段线性近似 〔 。〕或分 段 抛 物

近似
‘
之后

,

该法的精确度和收敛性能有了很大改进
,

可以用来计算任意形状尖头 长 轴 对

称体的 奥 流动
,

而且儿乎适用于所有的细长比 我们看到
,

积分方程法在计算复杂的
。 。。 流方耐有着很大的潜力 可 以相信

,

这一方法本身也必将在实践中不断臻于完善

作者在学习和运用 积 分方程 法 的过程 中曾得到 美 国红 约市立 大 学 和 。

教校的指导
,

木 文初稿 并承 吴望一教授与许盛群博士提 出过 宝贵意 见 ,

谨致谢意
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年全美流体动力学奖

美国物理学会 年流体动力学奖将授予美国航空航天局 研究中心的
。 博士 授奖将于 年 月 一 日在俄亥俄的哥伦布 年度全美物 理学会

流体动力学大会上举行
。

获奖是因为 “ 半个世纪的创造性贡献 低 纵 横 比翼理

沦 简单箭形
,

边界层独立原理
,

超声速域法则和斜翼飞机 他的创造性工作既改变了飞机

的形状又丰富了空气动力学学科的内容 ”

陈海波 林 于朴

·


