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第 卷第 期

年 月

计 算 物 理
’

,

解不可压缩流体力学问题的降阶法

五 空间 的基函数和误差估计

于 欣

中国科学院力学研究所

年 月 日收到

摘 要

木文 时于 一 大类数位 求解二维 “ 卜 方程边值 问题 的 有限 元格 式 给

出 了零散度 空间 ‘ 的一组 简单基函数
,

讨论 了速度 的数值误 差时压 力的数值 解 的

影响
,

并提 出一个改进算法
。

一
、

前
一之一

叫 叫

口

设 习仁 ’ 是 连通的有界区域
。

考虑
一

方程边值问题

一召△
· ,

‘ 二 ,

在 中
,

在 中
,

在 上

。

左 ,

其中

分
。

一
工 , 。 是速度向量

,

是压力
,

常数 产 。。

设
。

是 的一个可允许的有 限 音

一、
居

二 。‘
。

速“ 的近似空间“ 仃 而 。

压力的近似空间为
八

参见第二章中的定 义
。

砂

发边值问题 ‘〕勺混合有 限元问题为
〔 ’ 二 ‘ 二

求
石 , 而 任 入 尸 为 ,

使得
注 、 , , 。‘

石
, 。 ” ,

夕“ , 。 ’ 、 ,

人 八 , 夕寿 , 卜口入 任 卜 ,

其中
‘ ‘ , , ‘ 合

’ , 氏 “ ‘ , “

〔 ’ , 。

人 ,

, 。 。 。一
· 。 、、

,

甜

合
。 几 一召 ‘ , 而

。 , , 。 、

一 , 妥、留 ‘ , , 、

卜
, ,

沙 ‘‘日

了 宙

而入
州

‘、产胜、

护 心, 入 , 住‘ 一 砚‘ , 。儿 、。
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在实际数值求解 中
,

有限元问题 幻 的计算量是非常大的
。

为了节省机时和内存
,

我

们提出一种降阶解法
。

其基本算法如下 【 ‘ ’

求 “ 〔 几 ,

使得
、

‘ 而 , 扩 “ , 刀 为 。 夕“ 任
,

’ ‘ ’ ‘ 一 ’ 一 , ‘

一
, 。

求
几 任 , ,

使得 一“
’“ ,

介 , 为 , ’ , , 户》。一 几 ’, , ’ , 。 ’任 言
。

其中
‘

谧 ’ 〔 ’ ‘ , ’ , 口内 , 人 任 几 ,

子 空 间 台满足 ’
台

‘ 钓

当 凌 成立时
,

和 是等价的
。

设集合 ‘ 是空 间
‘

的基 函 数 组
。

如

果取

。一 毛 艺
招 丹 任砰 ‘

。。 。 , 。。 拟 ‘ 。、 。尸 、

则 成立
,

且降阶法 的步骤 相当于用最小二乘法解
” , 几 , “ , , 入 几一 ‘ “ , ‘ , , ‘ 任平 ‘

用降阶法求解 卜 “ 方程边值问题 的计算量和存贮量都 比直接解有限 元问

题 小得多
,

与 留 算法 〔 〕
,

附录 互 比较
,

降阶法的总体计算量仅相 当于

况留 迭代算法的一步的计算量
。

从 以上求解步骤可见
,

降阶法实现的关键是找到 空间 ‘

的一组简单基函数
。

下章 中我们对于一类一阶精度 的 有 限 元 格 式 给 出 空 间 ’ 的 基 函

数
。

二
、

二维问题 空间一 的基 函韭

分
。

记

本章讨论用分片常数 函数逼近压力的有限元格式
。

设
。

是 房 ’

的一个 多 边 形剖
。 中任意两个多边形

, ,

或者不相交
,

或者最多有一个公共边或一个公共顶点
。

“ , 一 、

岁
、 ,

‘ “ ,

乙一 、

岁“天 ·

“ ‘
为 二 的所 有边的集 合

,

“ 一 似任 牛口甜 ,

为 的所有内边的集合
,

一 、

岁 二
·

为 ‘ 的所有顶点 。勺集合
,

。二 口甜 。 为所有内顶点的集合
。

设压力的近似空 间为

, 。一 于力 。 ‘ , , 、 一常数
, 、 。 。 , , 、 一 。 飞

、 入 的 人 声

速度的近似空 间 ‘ 满足
‘

是有限维线性空间
。
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对 于任意 , ‘ 〔 而 , 。‘
在每个多边形 任 上是光滑 函数

,

满足

一 ,‘·“

⋯二

任 。 ,

兀 , ,

。 , 产 。

夕
、、了

兀
刀

‘、

,夕‘

二
,

飞尤 任 、 ,

丁
, · ”一“‘ 一“ ,

‘。 。 ,

是垂直于 的单位向量
。

存在 函数集合 卜 叫

,
, 切 ,二““

于五 。 ,

使得 二 人 ,

且
,

任 。 ,

诱 ,

当
, 二

,

一
· 。

’

一 。,

当
, 子

,

是垂直于
,

的单位 向狱
。

中咐其其

实际上
,

许多一阶逼近微分方程组 的有限元格式的近 似 空 间 ‘ 都满足 一
。 一

下面给出的例 一例 可供读者实际应用时参考
。

例 线性非协调三角形单元
‘ 咭。

。

是 夕 的一个三角形 分
,

满足某些正规性条 件
。

近 似 空 间 ‘ 由 定义
。

山 为
人 人 丙

‘ 几 〔乙 ’ 甜 。 人 在每个三角形 任 上是线性 函数
,

在每个内 边 〔 。

的 中点连续
,

在每个边界上的边 任 。
的 中点等于零

。

不难验证
为

满足 一
。

可取 飞为

恻 任 “ , 砂卜
,

这里 是垂直 于 的单位向量
,

对 〔 人

满足

当
、

二
,

农 合专巾 点 之 ,

任 。

、 ,

当 今
。

例

例

二
一

二次协调 三角形单元
。

矩形非协调单元
。 仁 ’ 王

仁 三〔 李

由假设 可 以证明

弓理 、一 、 、 。“ 八

丁
、 ‘

一 一 。
,

‘ 。
。

显然 全是线性无关的
。

因此存在 函数集合 使得 日平全是 ‘的基 函数
。

令

叫 一 川 , 一
,

耳
。

一 , , 任 ,
,

一丁
,留‘

· ‘

价
’

· ‘ ,

, 是垂直 于 的单位 向量
。

对于线性非协调三角形元 例
,

可直接取

平全二 对 , , 一 , 任 。

其中 习 〔 ‘
满足 滩

, , ‘ 一
, , 扣是 上的单位法 向量

。
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记 ‘ 全口 全
,

卜 评夸
,

卜 自 ‘ ,

讼 王, ,

其中 记 张成的空间
,

显然
, ‘ 是

入
的一组基 函数

。

卷

引理
。

全
,

人二 空、 “ 价 ”

表示直接和
。

艺以一证明 设 , 全是 万 中任 意 一 个 函数
,

丁
‘了 ,

‘二““ , ,‘,

,二““
·

由
·

, 得 丫 ‘〔五 。 ,

·

因此 ‘ 。 , ,

介
‘·

、一 。、尸 ,
·

州‘ 二

, , 几 。‘尸 ,

其中 , 盖〔万

, · 尸

其中 ,

一

丁
,加 二“‘,

一
, 艺· ,

·

先
, , “

尹 二

一一改
户‘

是 。 上的单位外法向量
。

再 由

引理 得 却 空〔 六 。

故 牙护仁
为 。

空一 律 卜
一 ‘ 。

于是
,

全二 夕自 ‘二 护
。

下 面

证 ’二
。

设 沪 〔 ‘ 。

山 砂 乏 ‘ 及
入二 ① 重得

,

存在 心 〔 全
, ,

任 全
,

使

得
” ’二 ” 心

。

由 “ ‘ , , 全〔 为

得 心二 “ ‘ 一 心 乏 ‘ 。

故 心 ‘ 自 为

全
。

于 是
, ‘ 二

之 州
。

由 咭二 “
,

得 门砚 二 户门 之二 弋叶
。

因 此 ‘ 户① 全
。

〔证

毕 〕 一 — 一 一 一 一
玉

一

由引理
,

空间 全和 全的基函数集合的并集就是 介 的基 函数
。

全是 州 的

基函数
。

因此我们只要再给出 全的基函数
。

设 〔 “ ,

所有包含内顶点 的内边为
, ,

⋯
, 。 。

设
‘

是
,

上的单位法向量

二
, ,

⋯
, 二 , , ’ , ,

⋯
, , “

的 方 向

以 为参考点是逆时针的 图
,

满 足 当
‘ , , 是多边形 〔 。

的 两个边 时
一 , , ‘ , , ‘

一个指 向 少 内部
,

一个指向 的 外 部
。

令

, , ‘

,
‘ “ ’

全
· ’ ‘

‘

内 少

聋

其 中

好 门

洲 卜
,

而
表示 的长度

。

引理
‘二

证明 设 任 ‘ 。

记
‘ , , ‘

同上
。

可得

, ·‘一 ‘一 ”
,

任取 〔 、 ,

要 证
、 ‘二 ,“一 ,
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当 任 时
,

上式显然成立
。

当 〔 时
,

存在 铸
,

使得

是 口 上的单位外法向量
。

则有

是 的两个边
,

设

、 ‘二 “一 。 ·“二““

再由

及
,

并注意到 , ‘ ,

·
, 、 一 。, ·

“
,

‘,

一个指向 的内部
,

一个指 向 的外部
, 得

。

成立
。

〔证毕 〕

矛‘

滋梦

因此 心 任 ‘ 。

而 心 又属于
。

故心

引理
‘

线性无关
。

证明 没 艺
、

‘ 。 ‘ 。

。 。 , 色一
。

今欲证 。 。 一 。,

叮
‘, 〔

设
。 任 “

是任意一个内顶点
。

显然存在一个连结 。 。

与边界 口。 。

的折线
,

日 口 ⋯日

及顶点
, ,

⋯
, 二 ,

使得
, ,

⋯
, 。

〔
, 。

任
, ‘ 门 ‘十 ‘ 〔 。 ,

⋯
,

一
, 二

自口品 一 协
。

二
, 、

设 的 单位法 匀量为 , ‘ , 一 ,

一
, 。

由

得

,‘ ·‘ ·

界一‘“‘一 士 二
,

一
, 一

‘
,

‘一 , , ,

一
其中 。 。

二
。

再由
。 ,

故
。

二 即 成立
。

人
。 ,

⋯
,

心
,

满足 心

结论得证
。

, 厅 。

一
汀 一 一 , 忍 , ’

二 , 爪 。

‘

〔证毕 〕

定理 当求解区域单 连 通 时
, ‘ 是 犷 的基 函 数

,

砰全 日 ‘ 是 为 的 基 函

数
。

证明 由引理 及
‘一 尝得 尝的维数 为

二 鑫一 “ 一 。 、一
,

丑 的元素个数等于
, ,

其 中 。 , , 。 、 ,

数
。

可 以证明
,

当求解区域是 连通 时
,

数等于 ‘ 的元素个数
。

再 由引理

分别为内边的个数
,

单元的个数及内顶 点 的 个
。 , 二

,

。 。 。

因此 当 时
,

全的维

〔证毕 〕,和 引理

下面讨论求解区域是

厂。 是内边界
。 , ,

连通的情形
,

设口 、二

定理得证
。

, ,

其中 是外边界
,

一
, ‘ 是两两不相交的闭曲线

。

任 取 任 《
,

⋯

, ,

。

设 所

有与 , 相交的内边为
, ,

⋯
, ,

任刀
, , ’

为 上的单位法 向 量
,

二 , 功
,

, ’ ,

⋯
, , ’

的方向以 , 为
‘

参考点
”

是逆时针的
,

满足 当 ‘ ,

的两个边时
, ‘ , , ‘ 一个指 向 的 内部

,

一个指 向 的外部
。

令

是某个多边 形 任

, , 二

一 艺
、 了召 一

, 全

韶
· ,

产

月一

会一
,

乡 二
,

⋯
,
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如果我们将每个内边界 , ‘ 成幻看 乍一个
“

内顶点
”

即看作
”

中 的一个元素
,

则与定理 类似地可以证明 无 口 声是 的基函数
。

于是
,

我们有

定理
入

、

夯是
‘

的基函数
。

注 上面给出的
‘

的基函数通常都是很 简 单的
。

例如
,

对 于线性非协调三 角 形 元

例
,

丫全中每个函数的支集 非零点集的闭 包 都包含在 两 个相邻的单元内 为 中

的任意一个函数 心 的支集包含在几个 以 “ 为公共顶点的单元内 而 奈 中任意的 “全, 的

支集为所有与 , 相交的单元的并集
。

且 刀奋 中元素个数非常少
。

三
、

误差估计和一个改进算法

降阶法将速度和压力分别求解
。

理论上 和 是等价的
。

但是在实际数值计

算中所得到的数值解并不精确地满足有限元格式
。

即有一定的数值误差
。

为 了保证计算精度

且节省计算量
,

数 道求解 时应使得数值误差与有限 记格式本身的 离散误差为 同阶无穷小量
。

解降阶 以后的方程 从 得到的速度的数值解有一定的误差
。

而在解 求

压力时又要用到速度的近似解
。

因此
,

速度的数值误差对压力的数值解有一定的影响
。

日尹以

‘ 二

。么 , “ , “

加 士
,

。 ‘ ,

儿
。 , 、 , “· 十

,

“ 尸 ‘ ,

本章的结论对三维问题也 同样正确
。

误差估计

没 全是
为

的任意一个 子空间
。

记

了‘ 全
叮‘ 〔 几 , ’ 〔 广

‘ ‘ , ‘

‘

】
‘

定理
。

设 “ ‘ , ‘
是

。

的 真 解
。

二

任尸 满足 , 九 告
,

乙‘ , ‘ ,

户亡 二
, , ‘ 。一 ‘ 二

, , ‘

户亡 一 簇

〔 人 是 的 数 值 解
。

。

刀
寿 〔

尸 任

‘ 、‘ , , ‘ 一 山 亡
,

】

’

一 林
, ‘

万一 一
。

证明 由 得 , ‘ 任 言
,

护 。 ,

亡一 户‘ ‘ 。‘ , , ‘ 一 ‘ 亡
,

因此

川 一 户‘

一

万、、公。
一

,

汁尸。

的有端项
。

占’ , 人 ,

亡 一 ‘

。‘ ,

〔证毕 〕
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若存在与 无关的常数 ‘ ,

使得

刀
,

合
,

则由
,

速度的数值误差与它所导致的压力的误差为同阶无穷小量 假设 , 为有 界

算子
。

从而数值求解 时
,

只要使得两步的数值误差都与有限元格式本身的 离 散误

差为 同阶小量即可
。

一个改进算法及其误差估计

这一节我们假设 不成立
。

即

恶刀’‘““’一
。

设有限元格式 是 , 阶精度的
。

对于第二章例 一例 中的格式
, , 二

。

为 了保证计算精度且节省计算量
,

我们求数值解时只要解到使得数值误差约为 , 阶小量
。

即
。 一 。‘ 无

, 理

二一
, 二

“ ,

其中 广
。

是 的数值解
。

对于 算 法
,

当 成 立 时
,

由 只 能 得

到 尝 一 ‘ , 二
”

刀
几 言

。

不能保证 成立
。

若要 成立
,

数值解 心 须

满足 二一 ‘

刀
舀

台
’

也就是说为了保证压力数值解的精度
,

增加 了求解非线 性

方程组 的计算量
。

而这些增加的计算量对于速度数值解的精度影响并不大
。

这

是因为有限元格式本身只有 阶精度
。

为了尽量减少解非线性方程组 的 计算

量
,

我们给出

一个改进茸法

‘ 求 心 任 气 使得 ,

“
, ,

‘ 。 , , ‘ 二 , , 二

求 “ 。任 ‘ ,

使得 “ ‘ 〔 ‘ ,

。合 , , , “ 、 , , ,

一通 , 。 , , ‘

求 亡 〔尸 ’,

使得 ‘ 任 言
,

乙, ’ ,

尝
, , ‘ 》一

’ 。才
, , 一 合 , , ,

注 么 只有当 不成立时
,

才有必要做上面的改进
。

定理 设 心
, , 尝

·

分别是
。 , 。

的的近似 解
,

以
,

对

分别是
。 ,

和 的准确解
。

则我们有

。

、声己
了飞

、、尸‘下了

和 称’ , ’

一
,

”‘ 一
一

” ,

、 气醉丈互万甲万咬百 了

, 之一 ,

, 全卜

翻
‘ 任

‘ 。尝
, 护‘ 一 班’ ’ , , ’

, “ —
一 一一

—
, ,
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进一步假设 刀
‘ ’

, 尝 一 , 全 。

刀
,

, 全 《 刀
’

言

。

成立
。

令 二 声
,

则

二一 , 镇 一
一 才伙时

, 汤 一 路 含 , 妻

一一一 一了飞不一 一一一 一, , , ‘

卜 口

。

证明 设 全
,

川 〔 ’ ‘ ,

满足

合 , 全
, , ‘ 乙几 , ’,

, , ‘

一
’ 。尝

, , ,

〔 含 ,

奋 , 全
, 叮‘ 二

, 女几 〔
。

。

由 得 孟 , 全
,

孟‘ , 、‘ , , 贾一 ‘ 。君
,

贾
。

因此

勺哎产 ,

, 几‘

‘ “ , , 一 ‘ 尝
, ,

‘

。

由 得
,

〔 合
,

乙 , ,

才 一

。

。念 一 尝
, ‘ 。

再 由
。

得

、夕、户、户亡甲‘,上口‘,几盆一 护
, , ,

之旦」

‘
刀

‘ , 代
〔

尝
, “ 一 “ , “

, ’

记
‘山 二 弋, 任 毗 , , 匆“ 二 , “ 〔

。

可得 刀 ’ 刀
, ‘ 。

由 得
, ‘ 〔 “

, ‘ , ‘ ,

贾一 ’ ‘ 。 , ’ 一 。尝
, , ‘

,

再由

,了 , 一
。 , 。 乙’ , ’ ,

合一 ‘

尸 一 尸 ‘灸 甲石下下万厂 万几 “ 犷 一一 一了 可万

一
一一一

一’

、 一
, 〔 几人 一

、丽 画 妙
, 一 、 一 ,

’

〔口

由 得不等式
。

成立
。

再由 一 一 即得 成立
。

〔证毕 〕

注 称为 条件
,

也称稳定性条件
。

通常在构造有 限元格式

时
,

总是使得它成立
。

对于第二章例 一例 给出的格式
,

在适 当条件下 成立
。

条

件 是要求解方程 时
,

数值解的相对误差为 尸 言”
。

设有限元格式 是 阶精度的
。

即

云一 。二 ‘ ,

‘一 , 二
’ ,

其中
,

是 , ’卜 方程边值问题 的解
。

改进算法 。
一 , 橄值求解时笋求橄位误穆脚足



© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

期 于欣 解不可压缩流体力学问题的降阶法 五 空间 ’的基函数和误差估计

尝一 。 ,

二 一 尝一 刀
‘

孟
,

勇 一 全
,

其中 二
。

是 的数值解
。

下面我们说明在适 当的条 件 下
,

当 一 成

立时
,

数值解 。尝
,

与真解
,

的差为 爪 阶 无 穷 小 量
。

由 得
。竺一 尝 一 ’ ‘ 一

由 及定理
,

当 乡
一

‘条件 成立时
,

。

一 , 二
,

一 , 之一 ‘

【
’一

二 。‘一 。 ’

注 在解 求压力 ‘时
,

我们希望 合满足
,

即 刀‘

,

其中 ‘ 是与 无关的常数
。

当取 名 ‘止 时 这里 犷 ’ 由 定义
,

夕肠 合 刀
。

》刀 由 和
。

因此
,

我们希望这样求解压力

求 对 〔尸 , ,

使得 ’任 ‘ 上 ,

卜“ ,

之 产
, “

一
“ “ ,

。

、‘
产

但是我们没有空间 ‘上 的一组简单基函数
。

因此不能直接数值求解
。

改进算法 的

步骤 是用降阶法解 对应的 问题
。

可以证明
,

在适 当条件下
,

声竺 , 亡一 ‘ 。亡一 ‘ 。

即用 。 , 尝 代替 。 作

为速度的近似解结果更佳
。

刀’ 言的估计式

上节 中给出的改进算法第二步解 时
,

要求数值误差满足
。

因此我们 需

要估计 刀
’ 言的大小

。

显然
,

理想的结果是 成立
。

下面我们针对第二章中给 出 的

格式讨论 刀’
君的估计式

。

设有限元剖分 ’ 比较规则
,

使 得 存 在 与 无 关 的 常 数
,

、艺
矛〔乙“

占一口山

之夕‘ , 口‘ 任 ‘ ,

其中

其中

占, ‘ ” 为

一
’ , 门 〔 。 , , , 〔

,

表示

通常我们有
。 ,

门 任乙 “ , ,

〔 留 护的支集为 日
,

的长度
。

可留 卜 , ‘ 士 。 , 刀
,

是垂直于 的单位向量
, 。 是与 无关的常数

。

。 , 中任意一个多边形 的边数不超过
。。

其中 。 。
是与 无关的常数

。

‘

存在与 无关的常数 。 , ,

使得

留 。 , ,

〔 ”。

定理 设 成立
,

子空间 言取为

言二 艺
恻 任万 ‘

乙‘ 留 ‘ , ‘ ‘ “ 〔 ’
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其中 平 二 户 夕是 的基函数
,

万全和 尝二 哎留 护任 。 在第二章 中 定 义
。

如 果
。 。

成立
,

则我们至少有下列不等式成立

刀 合 。 ,

其中
, 了 。

是与 无关的常数
。

对于第二章例 中给出的格式有
, ” 。 , , 用 忿

〔 , 山

一理兰
,

其 中 ‘· 。

了
‘ 是 的最大边

,

引表示 的面积
。

考 文 欲

〔一〕 ‘ 卜 。 , ‘ , 。 , 一 , , , 朋 , 了了

〔 〕 ,
,

二
,

‘。‘ 君 二 ” ‘ ‘ , ‘ 一 吞 公 一

‘ ” , , 。 ‘ 一‘ , 魂。,

‘月夕 一厂 夕
,

,

〔 〕
, ,

一。 ‘ 了一

以 〕 于欣
,

计算物理
, ,

,
, 砷 ‘

巨

旧

亚 丘
一

” ‘ 万。 ’ , 爪 ’ 伍

。

一

,

争
一

卜

,


