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摘 要

本文将 国际 上流行的 两 点张量法及 。 ‘, 描 写方法 统一起 来
。

运 用虚功 原

理及张量 变换得到 了 坐标 系及 。 坐标 系中的应 力 率平衡方 程 以 及

与之等价 的 变分方程 , 同时推 导 出塑性 大 变形三 维有限元 公式
。

作 为特例 又 导 出二

维平 面应 变及平 面应 力的有限元 公式
。

一
、

引 言

近十多年来
,

弹塑性问题的有限元 分 析
,

引 起 了 广 泛 注 意
‘一 已’ 。 。 。 飞

〔”提出了初应力法
。 么 〕提出了初应变法和几何刚度法

。

对于几何非线性和材料

塑性同时考虑的情况
,

问题比较复杂
。 。 仁 飞

采用初始 。 描述方法 , 导出了

速度场变分问题的有限元公式
。

和 。脚从虚功原理出发
,

导出了塑性大变形

有限元公式
。

对于 坐标系与 。 】。 坐标系基木方程
,

变 分 方程及有限 , 已

公式的互相转换及联系的一般性论述由 杯 那 ‘

及王 自强 仁’
给出

。

本文着眼于将国际上流行的两点张量法及 ’, 。飞

描述法统一起来
。

对塑性大变

形问题的基本方程和与之等价的变分方程
、 ‘

洛种坐标系中的变分公式以及 坐标系中的

有限元公式作了较详细的分析
。

二
、

塑性大变形的基本方程

平衡方程及其变分裹示

引入任意的 坐标系 勺
。

它是物体点的物质坐标
。

在初始构型中
,

物质坐标

用 乡勺来表示
,

它所对应的坐标基向量为 , 而在现时构刑中
,

物质坐标用 ‘
来表示

,

本文 年 月 日收到
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它所对应的坐标基向量为
。

约定用粗黑体字母表示任意的张量场与向量场
。

对于现时构形中的张量
,

它在 、, 、

向量坐标系 刀‘ , ‘ 中的分量用大写斜体字母表示
,

上
、

下标用小写拉丁字毋表示
。 ‘

仑

在 直角坐标系 ‘ 中的分量用小写斜体字母表示
, 、

下标用小写拉丁字母表示
。

对

于初始构型中的张量
,

它在 坐标系 白协 中的分量用大写斜体字母表示
,

上
、

下

标用大写拉丁字母表示
。

令 “ , , 是 ” 件 直角坐标系中的真应扛张量 ““ ” 应力张量 , ‘ 是作用在变形后

物体单位体积上的体积力向量 , 是作用在变形后物体 单位面积上的表面力向量
。

则有如下

的平衡方程及边界条件

丫

上自八」,山,曰︼口 ‘ , 刁 ‘ ,

在 内
,

‘ , ” , 、 ,

在
。

上
,

‘ 二 ,

在
。

上
,

平衡方程 及边界条件 与下列变分式等价

“
‘ 犷“ 二 。‘、

公“

其中 , ‘是任意的满足速率边界条件的虚速率
乞, , ,

云
、 ‘

从痴

, ‘

上
,

。

。

几又
日在

、

是虚变形率张量
。

、 口 ’ 口
, , 口

‘ , 。

转向 向量坐标 系
, ,

,

, , 转换成
,

口 、
乃石 , 七 ,

口

‘ , 转换成 艺“

口白无 夕夕考

乙
’ ‘

百妙 百刃
一 。 , ’

在现时构形中引入 应力张量
,

在初始构形中引入名义应力张量
,

正 艺 , 。

一勺

七‘ ‘ ,

同时引入与初始状态的体元 。及
,

口驴
、

相应的应力向量 。, 。,

“ 。 , “ 。 二 ,

方程 变为
,

。

。

。 “ 万
若 。 一 一认

, · “

一 。 , 。 ·

‘“ “ · 、 。 ·

了“““ ,
。
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设想虚速率
·

与时间无关
,

对上式求物质导数得
,

。 ·

了岔 。 , ,

如杯
‘ 、。。

一

吕
犷 。

子
才

万 · 几 ‘万
蚤 ,

’

“ 。

乙 表示虚速率 在初始构形的基向量 “ 上的协变分量
。

伙表示相应的协变导数
。

又了

‘

助
’ 一

一

黔 丫
,

了
, ·

写圣 。

代入 得
,

。 、

‘
” ·

订“ ”‘ 户
·

讥
一

,

乡

‘ ,

、一口魂口口。

全
厂

万
圣

公式 是关于应力率的变分式
,

‘ ’ ·

订‘ · , 。

节

’

口臼 ,
。

转向 直 坐标系
·

得
,

云

否 , 丘 黔黔价
犷 ,

犷

,卫飞

其中
,

” “ 。 ” 。

口劣 云

‘ ,

一日‘

。

︸刀刁
一一

‘ 、 了

绍
一

器
一

介

‘

是张量分量
‘ 护的物质导数

。

参照文献〔 〕,

‘ 二 ‘ 口护‘

口

,

口夕 ‘

口义

奋

利用格林公式
『

。

少
。 ·训

, ‘“ “ 一 。
“瓦 。 ·‘“。 ,

。

变分式
。

变为
,

,

导
。 ·

了、、。

户
。 ·

犷、 。 一 。

云
‘“ ·

犷
。、‘ 、 。

若

口 、支, , 。 厂
, , 。

一 。

扮万 丽万 。 ““ 一 ” ”
“ ’

。
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山于虚速率 可以取任意的值 在
”

内部及表面
。

上
,

因此
,

由 式
,

推得下列

平衡方程及边界条件
,

拐
、

而
一

如 。 ” ,

在
。

内
,

。

︸﹄

侧

” ,

在 况 上
,

对 式取物质导数
,

云二 一 分
、 , , 正

癸
, 、一 ,

进一步可推得
,

训 云
“ “ 一 亿了玄“ , , ,

。

其中 艺“ 等
一

二

刃 艺 乞去 ’ , ,

么舌用 ‘ 。
。

将 代入 并利用

。 犬
一冬
异会

二

丫 行

公式 红’

。

一 训官
,

得

。

门曰
,

在 内
,

在
。

上
,

转向 一 直角坐标系 二 ‘ ,

玄“

百左

艺‘ ‘

转向
‘ ’

“
‘ 二 ‘

占“
‘ 去 ‘

瓮二一豁
由此得到

,

、

夕 “ ‘

八 了 、

左 。 二 ,

。

这里 口表示 应力张量 。的向量导数
,

,

在 内
,

在
。

上
,

参照文献〔 〕
,

有
’

沙 乡
了 一

它咐
。 · , 一

侧
。

。

塑性大变形的本构方程

文献〔
,

们的研究表明
,

为了使本构方程遵守客观性原理
,

应选择客观应力率作为应力

变化率的度量
。

如果 一 个微元只作瞬时的刚体运动
,

而不发生新的附加变形
,

此时
,

变形率

张量恒等于零
。

设想这种瞬时的刚体运动是通过准静态的运动来实现的
。

微元的几何形状不

发生变化
,

作用在微元上的应力张量在 向量坐标 系 自‘ ,

份 上 的 分 量 “ 或

尸
‘

也不变化
,

也就是说全“ 一 。。

但此时应力张量 的物质导数并不 为零
。

因此
,

应力
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张量 , 的物质导数井不是客观的应力率
。

显然应力张量 的向量导数
‘

丫是 一种客观 的 应力

率
。 ’

而 目前比较流行的是取应力张量 的刚体导数作为客观应力率
。

我们有
、 、

“ 二 方‘ 二 ’

“ 东 ‘ ’ ‘ , ” ‘ , 。

用 表示张量 的刚体导数
,

也称为 、, , , 导数
。

表示该刚体异数 在 勺从

坐标系 ‘ ,

份上的分量
。

由公式 看出当微元只作瞬时的刚体运动时
,

明选择应力张量 的刚体导数作为客观的应力率是合适的
。

微分形式的虎克定律为

二 。

这说

飞
尸 ,‘ 刀 。 , , ,

矛
”

万 。 , ” 。

其中 , , ,

是弹性模量张量
。

必二 是张量全在向量坐标系 少
,

上的分量
。

我们有
,

。 ,

⋯
、

、

二

“
‘ , · “ 百飞、孟 个 “ ,“

二 占 ‘ ” 一 “

“ ‘占 , ”
。

按照
。, 一

理论
,

塑性变形率为
,

乙
,

’ 口

砂
左‘ ’

。

其中 是加载函数
。

采用 准则
,

加载函数 可取为
,

二

一丫哥丫赢 , ‘朴
,

。

“ 是应力偏量张量分量

了“ “ 一 “ , ,

” , 。

,

是等效拉仲应力
。

对于单轴拉伸试样
, “ ,

恰好等于单轴拉伸应力
。 月 是标量因子

、

它与等

效塑性变形率丫
户 的关系如

一

卜

了
’、

祥
训叱姗

二

丫扣痴胭‘“ 方 。

硬化条件可写成
,

二 。 尸

, 石
户 、, 八

、 ,

是反映金属硬化规律的确定函数
。

似定微元的变形率可看作是弹性变形率与塑性变形率之和
,

程归结为

。

此时
,

塑性大变形的本构方

‘ , 一 石 , , ,

劳
“ · 口

十 乃一 ,

口

‘ 二 ’,

若 仃一 “‘刀 ’, 且 ”“ 矛 》。,

,

若 。 产

刀 , 或 了“ , ‘
、

, 簇 。,

对于 不难导得如下公式
,
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’ ” , , 介 ,

窟 工 ‘ 刀
“ ,

。

。

对 式求逆
,

得
,

竺
‘ “ 、” ‘ , 了

, “ ‘ ’ ”

转向 直角坐标系
,

有

一

,

‘ 用 ” 。 。 , 。

夕

、 夕 占 , 占
。 。 一

一 一 、

,“ ‘’ ” , 一 。

爪
口盆

卜

、月‘

一一
七

以上的分析是在初始构形与现时构形之间进行的
,

但这种分析可以推广到任意选择的基

准构形与现时构形之间进行
。

基准构形可以选择为初始构形
,

这样就得到初始 描

写
。

基准构形也可以是想象的构形
,

并不一定是物体实际占有的构形
,

但从数值计算的角度

来讲最简单的莫过于取基准构形与所讨论的现 才构形重合
,

这样就得到 知

描写
。

当取现时构形为基准构形 付
,

‘ , ‘ 产 二 叮

公式 可 以写为
,

‘ 者 。,

至
, , “左 ·

乃 , · ‘ 。、
一

了
,

占、 , ,

名

,

石
, , , , ,

。

。

塑性大变形的甚本方程

参照文献 〔
,

〕
,

有
,

丫
几 左 , 一 盖 , 用 , 一 , 了

尸
’” , 。

将
’

代入上式
,

得
,

卜 ”
一 且

口

刁 爪 ”

一 孟 , “ 一 , 若爪 ,
搜

其中

刃“ ’ ”
召 ‘ ”’

“‘ ” 了
,

一 下

上 ’” , ,

将
、

代入
。

分别得
,

。 。

辛
。 ·

犷“ “ · 户
。 ·

云““ 。 。

至“ 万

一 去 。
。 ‘

反
, ·二 瓦

一

器
·

瓢片
“ 。 ,

。

︸创

口

‘二、胜口产、洲

。 ” · “

·

了““。 一 ‘

“ 寿 厂 , · , ,

一
口

口
爪

叮

内们古

以
、苦‘了‘,

、

一 刀 成 叭氏
一

器
·

口

。

· ·
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引入变形率势能
“ 一

一 犷 、

““
·

”扮 “
,

一髻
’ ” 。 , “

一 士 , 一 几 · , , 一

瑟
·

爵
“ ”

。

变分式 与 变为

、
, ,

补
·

云。。

亏
夕

吕

。 ,

转向 直角坐标系即得
,

口

约丫
一

扑
汾 了 , ·

‘圣 ,‘一借
‘无“份 ’丫尸

一 “ ‘

又沙
, 。 口

口 七 癸
一

‘ 。

, 。 。 一 占、 , 己 , ,

占
, , 又占 , 占, , ,

若取所讨论瞬时的变形状态作为基准状态
,

那么 变为
,

犷

左 了用 ·

“蚤 才 , ,

一器
‘又 “花 了 ,

一 , 。 。 , 一 。 , , ,

一

奋
召“论 了“论 “‘“几 ‘花 矛 , 一器

‘ 左 厂‘舌 了 , ’‘ “

一 , 二 。 , 一 , , 。 ,

于, , 。

札应地
,

。。 荃
。 , , 一 。 , 、。 ,

、
, , 口 云

, 。 , , , 、。

犷

。

或

犷

一、‘州

群 , 又 一 召 叮 , ‘ ‘ ,

一 , , , , , , 。护 ,

丁, 。

三
、

直角坐标系中的有限元公式
。

三维问厄

设应力列阵及变形率列阵分别为

二 , , , ,

记
,

召
,

训 , 丁

二 , 、 , ,

训
, ,

侧
, ,

侧
, ‘ ,

, , , ,

侧 厄
,

召百
,

训 ’
、

, , , ,

侧厄
一 , ,

亿厄
, ,

亿 百
,

。

。

“
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下标为
, 夕,

者是 。 直角坐标系的物理分量
。

速率列阵为
。 , , , ‘ , , 二 , , , , ’ 。

速率模式是

功
。

”‘是单元的节点数
,

是三阶单位矩阵
,

, , , ⋯ ⋯
。

〕 功
, , 。

,

是形函数
。

〔〔 〕
,

〔 〕,

,

仲
。

是 单元 。 个节点速率列阵
。

价
,

’ 。 ,

,

· ’ ·

〔
。

〕 功
。 , 。

仁
, ·

‘ ,

训
,

爪 ,

,

乙
,

侧
,

尸 ,

记了
,

广 ”

‘ ,

侧

,

侧

。

,

侧
, ,

这里
、 二

现击
口
一 , 二一一 , 二
口穿

。

根据以上公式不难推得
,

群 。 , , 二 拼 ’ 拼 必 乙〔万〕’〔 〕功
,

、 贡
, , 二 岔 〔, 、 二

苏‘
·

〔。〕, 〔, 。〕〔。 、
,

〔 。〕二 , , , , , 丁 , , , , , ,

。

。

。

·

盆‘云
矛 “矛 , ,‘子

‘ ,云
矛护 , 一、各

一

了“
’

〔“ 〕’
,

‘石,征
’〔“ 〕“ ,

, ,

是应力偏量列阵
, 又有

, , , , 了〔 」 二 必 苍〔 」了〔 」 」必
户 , 。

矩阵 〕为
,

叮 , , 侧

叮 , 侧
,

。 , 召
。

八川口 ,

〔 〕
犷 , 一。 斌

召 , ,

, 侧
,

,

叮 ,

,工,‘‘,

廿了‘、

几 侧
,

了
,

训
, 口 ,

,

记
, , ,

,

又

, , , , 。

二, 。 , , , 了 , , ‘ ‘ 价 百〔
,

〕丁〔 二, 〕必
, 。

“
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与

利用
、

不难得到单元的弹性刚度矩阵〔 ‘”」

〔、 , 〕二

⋯
〔 、

’ , 〕
,

〔 、
’ ,

〕
,

〔 飞
, , 〕

,

仁 飞
’

犷〕
,

〔 留
, , 〕

,

〔 认
,‘

〕
,

〔
‘ ’

孟」

〔 飞
’
孟〕

。

· ·

⋯ 〔 韶们

〔 丫
, , 〕二 、〔。

, ,
,

〔。 〔。
, ,

·

〔, 。〕〔。
,

、。

犷 心

。

山公式 推得塑性变形刚度矩阵

〔 “ 〕

名 一

〔
‘, 忿 ,

〕
,

〔
‘

刃 〕
,

之

孟〕脉 ‘ ,漏〕
。

尸﹄尸夕﹂

玉

玉丫
, 〔尤丫 〕

, · ·

⋯ 〔 森 〕

﹂
尸,‘

一一

〔 ‘, ‘。飞

〕 〔刀
,

〕’ 了〔
,

〕
, 。

儿何刚度矩阵 〔 。, 〕也由 义 个分块矩阵 仁价言〕所组成 与公式 所对应的

项
,

〔 一〕
,

〔
·

“ 〔 〕〔 〕‘ ,

。

公式 反映了有限变形对应力率平衡方程的影响
,

它所对应的刚度矩阵 〔 电 〕也

山 , , , 个分块矩阵所组成
。

〔 一‘〕‘
。

·

乙劝一 , 〕“
,

中
, 二 ‘ , , ‘ , , ,

。

械

单元的总刚度矩阵是由 川 个分块矩阵所组成
,

子矩阵 〔
, ,

〕为

‘

。

洛

〔
, ,

〕 〔
‘‘

犷」一 〔 耳兮
、少、,,‘几八‘‘二 〔

‘ ‘ , 、

〕 汽
,

」‘ 〔 牛
,

犷〕 〔
‘,‘ , ,

〕,

〕
,

,

” 。

其中
仁

‘ ,

沂

〕 乍,公〕一 〔
‘ ,

犷」,

卜 一 〔
, , ,

罗 ‘, ‘ ,

〕
,

兀一

。

平面应变问厄

相应的公式为
,

〔 」 。 , , , , 了
‘

,

, , , , ,

侧
二 , ‘

二 〔〔 , 〕
,

〕
, , ⋯ 〔

二

〕〕必
, ,

。

。

,

内 , ,

〔
,

」 。

矛

八八

奢
,

亿落
,

·

,

,

亿
一

·
了

·
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〔 ,

,

, ,

口 ,

,

,
。

二 ,

订百
, 。 二

“ 么

· ,

训
’

丁 · ,

召百

〔
,

一 , 丝二旦些 。
, ,

一
,

〔 飞
, ,

〕二 召

一

兰三二坦姚 一
, ’ 、 一 “ “ ’‘ ’ 宁 一飞 一 “ ·“

。

,口
护

公

,胜,

,

尸
尸〔 仁

,

矿〕
产

一 蓄‘户
一

, 口 ,

夕
, , ,

。

二 乙
,

,

一 ,

夕 , 口
,

, ,

二 , , , 二 , , 。
留

“ ·

右

‘白
·

,

乙
, 。 , 。 , , ,

乡 ,

〔
‘, , , ’

〕一 〔
‘, ‘

矿〕二
, 。

, , 口 ,

,

,

一
‘旦”

子
·

“
,

“ 」
,

显然有
,

〔 年
亡 ,

〕 〔 仁
,

犷
· 一

〔 军
,

了〕
, 。

〔 六
,

〕二 一 〔 丫
‘

犷〕 〔 飞
‘ , ,

〕
。

口

产‘,吸,长、叮︺

。

平面应力问

速率列阵

变形率列阵

应力张量

, , 。 , 。

, , ,

训百
二 , 丁 。

的刚体导数下列阵
,

二 荃
,

荃
, ,

侧 含万
, 了 ,

。

则

〕价
。

〔 , 〕
,

〔 〕
, ,

」〕价
, ,

其中

〕

右一

”,

斌
,

‘ 阴

。

了

。

了 犷

雪
。

引入本构矩阵
鱿

〔 〕“ 工

,

士

丁

其中各元素由下式给出 调
·
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一
了 一 二

一

砰

。 “’

套
’

一 ,
一 罗 一 。

︸、

卜︸
︸

里全酬于

曹
, 二

补
一 一止 了

。 一

其中

二 ,

, ,

, 一 亿厄
一 二 ,

“

子旱 音
急 , , 刀卜 、

二 ,

侧
,

。

则本构方程 在平面应力状态时可表示为

〕
。

一八日︸式所给出的 的变分表达式
,

单元
,

其中
。

‘一“一 “
。

‘“, ‘荃’‘ 二

对每

初百
,

〔 〕·〔 ·〕〔 〕“ “ ,
,

。

,

〔 〕〔 ·“〔 ,‘ , ,

〔
‘

〕“ 一 〔 《‘

〕
,

。

‘

〕由 二 个 的子矩阵【 今
七

门二 二

〕 〔 〕组成
,

占
, ,

犷
、 , ,

盖

〔 乍
,

〕
,

全
、 ,

雪
,

护盲
‘ , 罗

,

穿
、 ,

合
“ 二 ”了

,

一
一︻,曰一
一
,曰

孟产一

,

宁 召百
,

全 ‘ 自 , 竺 , 竺

斌
萝

一 一

。
二‘ 口 , , 宁 万

, ,

罗 丁

‘ ’

”了
’

人口口
二一,自

。

式中其余部分 ,

即

亡

, , ‘ , 二 , , , ,

‘私
。 一 〔 〕·〔 〕〔 〕 〔 〕,

一
〔 “

,

,‘ “ ,
·

。

其中
, ,

‘一 〔 〕〔 〕〔 , ‘ 〔 〕‘、 、 ·〔 〕
, 。 ,“
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三 犷 。

‘一

众 」· 〔天
‘ ’〕,“ 二 。 。

〔戈‘“ ’〕“ 〔 ‘“ ’〕 。

〔 也是山 、 , ,‘ 个 义 的 矩阵〔 丫 〕组成
,

〔 六 〕二 〔 仁
‘ ,

」一 二 牛
, ,

卜 〔
,

〕
, 。 ,【

、

〕
, , 一 仁

,

〕〔 〕仁
、

〕 峨

其 , ,

〔 〕

丁 , ,

训万

丁叉 。

侧
。

,

侧
,

训
,

‘ 式的展开见平面应变中的 式
。

显然
,
总的单元刚度矩阵可以写作

〔 〔 〕 夕〔 “ 〕

〔
‘ ’

」中包含参数
。

下表指出
,

当
、

尽取不同值时
,

度矩阵

。

式给出以下四类问题的单元刚

口 ⋯ 问题类型

一 线弹性小变示
弹塑性小变形

线弹性大变形

·

弹塑性大变形

四
、

应 为 场 的 计 算

由 导数的定义可知

口 二 口 一 · · 。

其中口 和 。 分别为 应力的 导数和物质导数
,

为旋率
。

取瞬时构形为参考

构形时
,

由体积变形定律有

一 , 仃
·

。

。

式代入 式得

二 ·
口 一 口 · 一 口 。

定义一个新的张量

显然 为对称张量 。

其中

式在

· 口 一 ·

坐标中的分量形式为

。

‘ , 一 ‘ 。

鑫‘

︸一
‘奋‘甲

,

口

调
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口 「玉口 盈 护一 仃 一 左 , ,
。

引入与 一 式相应 钩 ,

一 ,

应力率列阵

业 侧

侧

训 了

二 二
,

二
。 ,

口 ,

亿

, , ,

叼 , 导
。 ,

理

以及

苍 荃
,

召 训
, , 召 了

丁
。

工 , ,

土口 , 口 , ,

,

侧 , ,

侧
,

侧
。 ”

。 ,

侧
, ,

侧
, ,

侧 。 , 丁

二 ,

故引入 的列阵

。

由于 的反对称性
,

所以 川 , 二

, ,

了
, ,

侧 ‘, ,

训 留 , ,

侧 ‘, , , ,

训 , 。 , 下

亿 。 , 了 。

则
。

式可表示为
〔刃〕留

。

其中

亿万丁二 ,

一 召百
,

一 侧 户 介

〔艺〕

召万
,

一 侧
一 ,

侧 丁 二 。

口 岁 一 刀

叮 , 一

一 丁 ,

之﹄口
丁一

一一。火

而

其中

二 〔 〕功
,

一 , 一 ,

〔 〕一 〕 ⋯ ⋯【刀。

〕 〕功
, 。

一 。

旧 一 亡用

乙二

。

气

〔召二

〕帝 二

一

利用以上各式
,

式可以表示为

〔万〕刀一 〕功
, 一 。

由 式算得 后
,

我们就可以计算每一载荷增量终了时的应力场
。

对于平面问题
,

只需去掉各列阵中的最后两个元素及有关矩阵的相关行和列
,

应力率的

计算式仍由 式给出
。

需要说明的是
,

在求平面应变问题 中的 以 及 平 面应力

问题 中的 时
,

都必须借助于下面的体积变形定律

,
梦

刀
了 。
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