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有涨落效应的磁流体静力学关系

—局 部 展 开
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中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文采用局部展开的方法
,

分析 了湍流近似条件下的磁流体静力学关系 对于

涨落的
、

平均的动量守恒和磁感应方程
,

都得到了可 以自洽的湍流场关系 与普通

的静力学关系相比
,

湍流场引进的力包括与平均场平行和垂直分量的力
, ‘ , 、 ‘ ,

。 、 ‘

。
土 ‘ 灭。 、

、
。

叮
’

以及与平均场垂直的由湍流边值 引进的力工 几 对于二维磁场位形
,

基本方
一

一

汀 一

程可化为一个二阶椭圆型方程
,

其中包括由涨落场 引进的一 些线性和非线性项 湍

流场使磁场位形改变
,

可使位形非均匀剪切 在许多天体物理环境中都观 测到湍流

场
,

因此研究湍流场的影响是重要的

一
、

引 言

太阳对流区和太阳大气中很大的温度梯度将导致涨落量的出现
,

形成许多不同尺度的涡
,

在气体动力学中叫做湍流 小尺度的涨落场和大尺度的静力学关系这两方面组成 了 太 阳 大

气
,

以至于某些恒星大气的基本特点 人们很早就利用谱线加宽来估计太阳大气中的湍流速

度 如见 一 〔, , ,

最近的太阳峰年卫星 还直接 测 量 到 谱线 , 入 的 移 动
, ,

给出高色球层中的速度涨落 太阳大气中湍流速度场的典型相关长度约为 一
,

典型的湍流速度在太阳表面
,

和 高度分别约为
,

和 如果

按照能量均分原理
,

假设涨落场的动能与磁能相当
,

则太阳表面
,

和 高度的涨落

磁场分别约为几十
,

几 和 左右 太阳大气中磁场起着重要的作用
,

湍流中的涨落

速度场必然与涨落磁场祸合在一起 用磁谱线加宽估计出太阳磁场涨落的上限为
,

他用 , 效应测出湍流磁场的下限为 这样
,

太阳光球的涨落磁场的量级为

占 小尺度的涨落场结构必然地会影响到大尺度场的平衡位形

磁流体静力学平衡广泛地应用于太阳和恒星的大尺度磁场结构
、

黑子和 日环的静力学关

系
,

以及与太阳耀斑相关的过程 绝大多数工作都忽略了涨落场对于平均的平衡位形的影响
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诸如 【, , ,

胡文瑞【‘, , 【, , 作者曾讨论有涨落效应的磁流体静力学一般关系 〔 ,

本文作为前文的继续
,

用局部展开的方法具体地导出磁流体静力学的湍流关系 局 部展开的

方法在湍流发电机的平均场理论中有广泛的应用 如见 和 北 等专著

曾讨论过一类特定的随机无力场的情况 本文作者对通常湍流近似下的无力场

关系进行了一般的分析【川 ,

并用局部展开的方法论述了湍流无力场的基本方程和特性 本

文的处理方法与文献 〔 有相似之处
,

但本文的结果更有一般性

在第二节中
,

我们在湍流近似条件下推导了涨落场的关系
,

并证明了由一阶光滑近似而截

断处理后的涨落动量守恒和涨落磁感应方程的结果是自洽的 利用求出的涨落场关系
,

就导

出涨落平均的 力和感应电动势 第三节具体进行了局部展开近似下的运算 湍流的

贡献归结为引进了三项平均电磁力
、

它们分别是

互 甲 氏
,

工 ” 氏
,

究

, 、 ,

— 凡 入 。 ,

兀

其中的系数
, 。‘ 和 代表湍流场的影响 这样

,

静力学平衡的基本方程就是上述三项新的

电磁力与平均场 力
,

压力梯度和重力的平衡 在第四节中
,

我们讨论了二维磁场位

形
,

引进磁面函数以后
,

可将基本方程归结为一个二阶椭圆型偏微分方程 湍流的贡献是在此

方程 中引进若干线性和非线性项 由于天体物理环境中普遍存在着湍流
,

因此研究湍流的影

响就非常必要

二
二二 弓黑 濡 沂 似
一

、 , 叨 心价 二口 , , 画 尸 ,

在研究太阳黑子磁场的平衡时
,

典型的尺度为
,

而典型的磁场强度为
’

观测

给出涨落磁场的典型尺度和典型强度值分别为 乎 和
‘

·

丝
,

互 《 ‘
,

召。 。

它们满足通常湍流的条件

其中每个量都表示为平均量与涨落量之和
,

即

一 十 占 ,

一 。 占 , 。 一 两 占。 , 口 尸 切
, ·

而
。
和

。

分别为典型的小尺度和大尺度值 在湍流近似时
,

我们要求小磁 数
。占夕

找 一 一 一 当
,

刀‘

】粤
一 一 。 ,

。 了。

其中 为小尺度典型时间
, , 为磁粘性系数 在这种情形下

,

我们采用一阶光滑近似以后
,

就

可以由涨落方程求出涨落量
,

然后给出它们在平均量方程中的影响

在湍流近似下
,

磁流体静力学的平均量方程组为 「

·

占。占。 ,

占 占 味二 户。 内 ,
·

〔阳 “ 〕十 , △
·

一
,

·
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而涨落场的方程为

甲
·

占砂

。 、 、 、 。 、 , 、 。、 、 ,

。 ,

一 气 入 入 十 又 入 少 入 十
,

斗兀

阳 武 一 刀甲 占 。,

口丢占
,

·

占

在平均的动量守恒关系 式中略去了 应力

扰动的动量守恒关系 式中四项的量级分别为

占

叮 。

。占

兀

‘臀
, ”

对湍流近似 式
,

扰动的动量守恒关系就简化为〔

占

其中假定扰动 。 速度 。 斌落妥云公和重力特征速度 斌赢 与声速相当 式就 和 无

力场时的湍流近似结果相同〔川
,

可以采用类似的方法处理

式的第三项比第二项小的要求意味着

丝空七 。乱
兀占

这个条件在许多天体物理环境中都是满足的 比如
,

在低密度气体中
,

和 即 都很小 很容

易满足上述条件 在此情况下的 应力 切勿 也相对地较小 具体地讲
,

行星际介

质 中的密度涨落很小
,

而磁场和速度的涨落较大
,

可满足上述关系 当 占 描述 、 涨落的

时候
,

湍流 力就代表波动压力的贡献 在太阳风理论中常常讨论其影响
,

而同时忽

略 应力项

根据 式
,

我们记
占 沙占 ,

其中 品 是空间的函数
,

代表涨落电流在平均磁场方向的大小 将 式取散度
,

立即导出
·

占 ,

即 占 沿平均磁场保持不变 舀 唯一地由方程 和 式
,

及其边界条件所确定

仿照无力场的情况
,

引进磁矢势
,

即

占

取磁矢势的散度为
· ,

其中 为任意给定函数
,

则方程 劝 化为

占 一 一 占 。

由此可导出磁矢势的解为
。

一
。 。 ,

。‘一 一 〔“‘ 。, ,一 “ ‘, ,‘一 ‘,
·

‘ ,

其中 占 的边值为
旦旦遵

七 夸‘

占 ,
,

省
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是边界面
, 。是边界面的法向

, 。。和 六。为面积元和体积元
, 「 函数

, ,

。 一 , 。 一 二
,

一 古

而 套 满足

△ 套 一 ”,

匹立遭 一 。

。

利用这些结果
,

涨落的 力可写为

二 一 二
· · ,

〔、。‘ · 。‘ ,

一 占占 夸 ‘二 。

,

省 几

其中的任意函数 豹 与涨落场可以有关系

就得到湍流动量守恒关系

‘“‘ ,“ ‘ , ’

将表达式 代人平均的动量方程 的
,

十 一 式
,

其中

一
二

·

‘ · ,

‘“‘ · , ”右 ‘ , ‘, 一 ‘““ · , “ ‘ , , ,‘一
一

一 ‘“‘ · , ”
厂 ‘ , “ ‘一 ‘ ,‘ 考·

矢量 代表内部湍流场的影响
,

而 为边界湍流场的贡献

再讨论涨落场磁感应方程
,

它可 以改写为

, 丑 一 生 , 。 一
,

刀

其中 为任意标量函数 方程 与 一起也可以确定 占

出的 占 应与由动量方程求出的占 相同 这实际上就给出 占 与 占口

比较关系 与
,

式
,

自洽性条件要求

占砂 一 刀占

根据 式可定义磁矢势
,

如果取
·

占 一 一 , ,

则磁感应方程 化为

当然
,

由磁感应方程求

之间的联系

护从 一 一 生 。。

刃

为了使方程 和方程 一致
,

要求取 一 一 刀 和满足条件 式
,

即

占。 一 时 一刃 ,

将条件 式代人 和 式
,

我们得到平均的动量守恒关系如
,

但其中的

就简化为

一 生 二
,

。 ,

省 ‘。占 。。 省 套 。,

刃 少
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而 的表达式与 式相同

由动量涨落方程 和条件 钓 式求出涨落磁场

出 占 与 占。 之间的联系
,

这就是条件 式 如果记

与
。 一 。“ 十 。叨

,

吞 以后
,

涨落的磁感应方程将给

刀

则 式就导出
占印 一

, , 占 一 。

其中下标 土和 分别表示与基态场 垂直和平行的分量
,

而 占。
·

将涨落场代入平均磁感应方程
,

关联项为

。。 、 。君卜 生 。。 , 二
,

。
,

爹 。。 残 杏川
‘

刀

“。 · , 〔“ · ‘ ,
·

一‘ , , ‘处
·

平均磁感应方程可写为

十 卿 十 刃 △ 一
,

其中 和 分别对应于 式右端的第一和第二项

三
、

局 部 展 开

为了讨论静力学平衡中的涨落场影响
,

需要具体导出
, ,

和 这些关联项与平 均

量之间的关系 这就要对涨落量 孙
,

叙 和 占。 有所理解 这些涨落量的分布与磁流体力学的

湍流结构相关
,

还是远未解决的课题

湍流发电机理论曾采用局部展开的方法来分析二阶关联的感应电动 势 因 为 式

中的关联项 占 沁 。、 夸 和 式 中的关联项 占。、
冲。 夸 都是小尺度的关联函数

,

它们的作用主要限于小的湍流尺度
。

之内 如果将 和 中的平均磁场 彭 作级数展开

套 一 若一
·

,

⋯
,

和 就可表示 为平均场及其导数的级数 考虑到与被积函数中关联项的藕合
,

展开中的较

低阶项有较大的贡献 我们可以一般地将 和 表示为
·

天

, 一 一 、尹 ,

十 瓦从 石万 十
‘

”
,

。

畴 一 “

,
,

十 标 成
一

十
‘

” ,

这里的函数 心 和
,

为二阶张量的元素
,

, 和 风、 为三阶张量的元素
,

它们都是关联函数
、

函数的梯度
、

以及 夸一
”

的确定积分 对于无力场的情况
,

曾作过仔细的讨论
,

这

里就不再具体推导了

静力学平衡方程 匀 左端括号中的 为膺矢量
,

所以 和 盖亦为膺矢量 由此

导出
,

户为二阶膺张量
,

口为三阶标张量 一般而言
, 。 , 和 瓦 , , 可表示为 〔伙

, , 一 占 , 分
’。‘, ‘幻 ‘, , ,

一

去‘, , 。 , 、 十 占,

夕。占,

十 占口劲占 , 、 尹护舀, , , ,吞‘

诊
, ,

十 右, 。 ,

洲 ‘

诊幸
, , 乡 。, , ,声

日

诊笼
‘ 、 乡消

‘。

岁夕“ 诊犷
公 , ,

·
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其中 。 为膺标量
, 。 为膺矢量

,

当 和 为同类矢量时
, 口‘幻 为纯标量

,

否则为膺标量
,

为纯标量
, , 与 夕“ , , ,

为同类型的
,

若 夕“ , 和 口“ ‘ , , ,

为同类型矢

量
,

则
。 , ,

或 ‘ 为纯标量
,

否则为鹰标量 最后
,

若 尸仪
, ,

为同类的膺矢量
,

则

去 为膺标量
,

若它们为同类型的标矢量
,

则 , 为纯标量 如果我们只讨论 和 斗 式中

包含一个标量或矢量元素的情况
,

将
,

和 式代人静力学方程
,

我们就

得到关系
。 , , 、 ‘

。
, , 、

一
。 ,

。 ‘

了 又 十 夕少 入 。。 十 口叼 七舀十 花 」 。 价 十
。

什汀

约 式中的
, 。 和 盖代表湍流的小尺度涨落场对大尺度平均位形的影响

类似地
,

我们可以讨论平均的磁感应方程 通过局部展开
,

涨落场电动势的平均矢

量 可以表示为

决

‘ 一 “‘, 。, 夕“ 万石 ”
’ ·

而
,

和 口以 可一般地表示为
。‘, 丙占‘ 。梦,。‘, ‘ , ,

夕, , 一 丙 , 尹 勺 , 风 , , , 十 声 犷
, , , , 局 ,形

‘ ,形, , 夕, , , , ‘ , , , ,

夕 , , , 犷, 口, ‘的 “ , 分
, ,

‘

其中 。, ‘ , ,

口 一 为标量
, “ , , ‘” , ‘孟 , , “ , 一 一 为矢量

,

它们与表达式

和 劝 中的系数有类似的性质 将 的一 式代人磁感应方程
,

略去并矢

项以后
,

就得到
刀 风 △双 十 刀 十 。

其中
。 ,

夕。 , , ”给出了湍流涨落场对于平均场的影响 不难看出
, 。

项和 风项就分别 是

湍流发电机理论中的 “ 效应和 口效应

在静力学问题中
,

平均动量方程 和平均磁感应方程也应该自洽 对于均匀的输运

系数 刀 ,

和 口
。 ,

方程 可以改写为

, 十 夕。

氏 一 一 “ , 一
卜

,

其中 为标量函数 将上式与 叉乘后就导出
, 口。

几 一 。 一
、 一 。

比较 钓 和 式
,

自洽性条件要求

一 一 里生
勺 十 夕。

花 一 一丝石
勺 十 风

标
刀 十 口

。

这个结果表明
,

考虑了湍流的效应以后
,

磁流体静力学方程组是自洽的 我们可以主要去分析

静力学平衡关系 的性质

如果湍流动能与湍流的磁能大致均分
,

则 占时讨 与 占 占 夕的量级相同
,

在平均动量

方程中要加人 应力项 利用解式
,

应力可表示为

。 占。占。 一 刀 占 占。 瓦 占 占。
,

式将 应力与平均磁场联系在一起 对系数 叙 和 占。 作适 当的处理
,

也可以导

出一些简单的关系 将这种关系式计人平均动量方程
,

就可分析相应的影响 在本文
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中
,

我们不作更具体的分析

四
、

湍流场的影响

将湍流场局限于有限区域时可取
,

或者边值处湍流场的贡献 与平 均 场 平 行

时
,

湍流静力学方程简化为

与 十 价 火 一 几
汀

与普通静力学不同
,

平均的 力除去有垂直于平均磁场的分量外
,

还有平行于平均磁场

方向的分量 从数学上讲
,

这种平衡关系将特别有助于讨论三维位形川一切 作为第一步
,

本文

将讨论二维的磁场位形

二维磁场位形可记为

一

豁
, ·

一 ,
,

一
黝

·

将 的方向取在 一
,

方向
,

则湍流静力学方程的分量形式为

, , △沙 。二

粤
‘

粤 粤 一 。, 石

擎
十 。二

。,

一 。 ,

粤
害 口 口 口 口万

一 标 互
占

登
二 。

一豁豁
一 , ‘ ,登一 一豁豁

一 “ ,

一 ‘ ”, △‘ 二

豁
二

豁」豁
一 ·

卜
‘ ‘ ,瓮

二 · 一

豁
,

了口 二 、
一

了 吃 二一一 尸‘

口名

其中假设 口例御 一 。和 御 御 根据 式
,

我们得到

, 乡

擎
二 , 一

,

口万

右 止 , ,

价

口

必

口

“ 〔’ , “
豁

汇’
, ·“
豁

利用 和
,

口必

。 和 式化为

, △
二

粤
。

粤 。, 。 ,
,

一 ,

粤
口之 口

一 粤 , 乡 △ , 。二

粤
。

粤
一

。 , ‘ ,
,

名 口

,

了 二 。

、
—

, , ‘ 、 二一一 占 夕
名

’

方程 和 的 自洽条件要求

处玺君 二 器器
十 一
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产
,

其中 为常数 由 式可以导出
,

必 ,

一 。 价 一
下 一 一 哑 简 钾 ,

或者

”〔‘
, “ ’一 九 ‘ ,二 卜二

厅

吵二 ,

沙

将 式或 式代人 和 式
,

立即导出基本方程

去 △ , 。二

粤
。二

粤 。, 。 , 二

一
二 旦粤卿口 中

其中 〔沙
,

由 或 式给出一

基本方程 中的
, 价 ,

习 和 价
,

还要满足关系 和 事实上
,

方程

可以改写为
‘ , 二 、 口沂 口 ,

【沙
,

』 「 口价 口必
, , ‘

「 , , 一
二 、

弓兰 兰兰二毕二乞二三 一
二
兰兰 一

二 上户匕 ,

沙 ,

一
, 价

‘

‘

口
一 一

口

巧 式为
, ,

的线性常微分方程
,

它的解为

「
。

竺
。

里
。 。 , 一 苦 口宕 一 “ 尤

。 , 中 ,

一 、

—
, 二 、 沙

气 一 口 ,

—
’ 一

召 , 甲必

口沙

口

口功 口价「 中 。中

兰 二二二画
, , , 二 、 沙
、工

甲 夕 石丁

」一
十

、· ,

其中已经把 , ,

转化为 沙
,

的函数
, 〔必

, ,

这就需要把相应的系数也换算成 必
,

的函数 当 时
,

式简化为
, 沙 ,

沙

这就是普通磁流体静力学二维平衡时的情形 如 果涨落场引进的矢量 一 。 二 ,

则

。 。 , , 、畏下 , 。 , 、

刀 , 沙 ,

一 。 、

雨
, 一‘ 沙

在这些表达式中 价 需要通过物理考虑作适 当的选取 将表达式 代人 或

式
,

就可以求出 【沙
,

的分布

涨落场对平衡位形的影响表现在各个方面 虽然压 力和 磁 场之 间 的 联 系 式 或

与普通静力学关系式的形式一样
,

由于磁场位形受湍流场的影响而改变
,

热力学量的分

布也相应地改变了 涨落场对于磁场位形的影响可由 式和 式表示 出来 我们

先讨论横场 , 在普通静力学问题中
,

横向磁场在每个磁面上是均匀的
,

如
‘

式所 示

这时 , 磁力线在每个磁面 沙 一 常数上均匀地剪切 当计人湍流场的影响以后
,

磁面上的磁力

线可以非均匀地剪切
,

也就是在某些地方剪切得厉害些
,

而在其他地方扭绞得小一些 实际的
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观测情形确实如此 太阳黑子的白光照片给出光球中的形态
,

暗条扭转的程度往往是非均匀

的 磁力线剪切的不均匀性还有重要的应用 太阳耀斑触发于局部区域之中
,

当局部区域中

的磁力线剪切得较厉害可触发不稳定性
、

爆发耀斑
,

而在其余区域的磁力线不需要过份地剪

切 这时
,

与储存横向磁场能量相联系的过程主要限于局部区域之中
,

对于有效地利用磁能是

很好的 作为一个例子
,

我们讨论 式所给出的横场分布 将 的条件代入 东

式
,

立即导出

价
币 ,

, 沙
, 二

将 和
,

代人方程 。 就得到

。 △必 ‘

粤 石 。 ” · ,‘ 沙

口宕

币

价

一 一 二 鲤旦纽丝
口少

其中
, 、

戈碧少一 — 、

合理地给定
、 沙 和 价 的分布

,

就可在确定边条件下求解 式

题
,

可得到本征值问题的解 这时
,

湍流的影响就反映在系数 和 之中
,

析
。

,

少

特别是对于线性间

还需要进一步的分

五
、 、 结

本文讨论了湍流近似下的磁流体静力学平衡
,

分析了小尺度涨落场对大尺度平均场的影

响 湍流的贡献引进了新的电磁力
,

它们既可以平行于平均磁场
,

也可以垂直于平均磁场 这
就给静力学平衡位形带来了新的机制 在讨论磁场的剪切或扭绞时

,

非均匀的横场可 以使横

场磁能储存于局部区域中

尽管本文侧重于建立数学的关系
,

但是其物理含义是很清楚的 湍流将产生能量与动量
的交换 在纯粹流体力学湍流中

,

惯性项的涨落平均导出 应力
,

对平均流动造成重大
的影响 这是由于小尺度涡的影响

,

改变了大尺度的平均流场 为了方便
,

人们常常引进一个
粘性湍流系数来简单地描述 应力 当然

,

这种处理办法包含着很强的近似假设 但

对于如此复杂的湍流过程来讲
,

使模型简化而实用显然是很重要的 这种处理方法并不影 河

人们去做更加基本的研究
,

对于磁流体力学湍流
,

情况更加复杂 例如
,

参见文献 除
去不同尺度旋涡动能之间的交换外

,

还有小尺度磁能
,

以及磁能与动能之间的交换 为完整地
描述这些过程还需要作很大的努力 磁流体力学湍流应用中很重要的一个课题是 发 电机理
论 本文的很多近似

,

诸如一阶光滑近似和局部展开
,

都是借助于发电机理论的常用处理 但
是

,

本文证明了这些近似情况的结果最后是 自洽的
,

而发电机理论不易得到这点

本文的结果是在局部展开近似下得到的
,

这种数学处理所得到结果的物理含义对应于特

定的湍流结构
,

还需要进一步的分析 再则
,

具体地计算包括湍流效应的磁流体静力学平衡

位形
,

并讨论这些平衡位形的特征
,

也是需妥迸行研究的工作
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【
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