
年 月 第 期

荃种辑闰申

平面应变 型非线性

裂纹问题的高阶渐近解

李 尧 臣

天津理工学院

王 自 强
中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文给出了平面应变情况下 型问题裂纹尖端附近二阶渐近场的定解方程
、

求

解方法和计算结果
,

并 以某些细致的有限无解为依据
,

估计了二阶渐近场的幅值系数

夜
,

分析了它对应力
、

应变分布和三轴张力的影响
,

变化规律以及在弹塑性断裂准则

中的作用

一 日 催彗
、 ‘

关于裂纹尖端材料的弹塑性行为
,

很早就引起了人们的重视 , 提出的 积分以及
汇, , ,

和 ‘ , 提出的 奇异解
,

对于弹塑性断裂力学的发展作出了

有意义的贡献 而后
,

和 , , , 进行了实验验证和数值分析 他们 认为
,

在 积

分主导区或试件尺寸满足一定要求的情况下
,

奇异场是裂纹尖端弹塑性场的良好近似
,

积分和 积分阻力曲线可以作为裂纹起裂和扩展的判据 但 等人 , 的进一步研究表

明
,

既使在满足上述要求的情况下
,

同一种材料
,

不同形式试件的 积分起裂值和阻力曲线也

不相同 和 的有限元分析表明
,

对于边裂纹弯曲试样
,

有限元的结果与

渐近解符合较好
,

然而对于含有中心裂纹或边裂纹的拉伸板条 或
,

两者

的差异较大 和 〔, , ,

和 理以及文献 的大变形有限

元分析结果也证实了这一现象 而且现已公认
,

在裂尖前缘存在着高三轴张力
,

它对裂纹起裂

也有很大影响 因此
,

仅仅用 积分这样一个单参数来表征裂尖附近的断裂环境是不够的

本文致力于寻求二阶渐近解 此项工作仍然是在小应变条件下进行
,

非线性关系只在应

力应变关系中引人 对 型裂纹问题的分析和计算结果表明
,

二阶渐近解能较好地符合有限

元解的结果
,

即使对于以大变形理论为基础的有限元结果也是如此 因此渐近解第二项的幅

值系数 夜就有可能和 积分一起作为判断裂纹起裂的双参数

二
、

定 解 方 程

计算中采 用 一 的应力应变关系

本文 呼年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
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‘ 一
,

, 。是无量纲应力和应变 若以 了 , 。代表真实的应力和应变
,

则 。 一 立
, 。 一 二 这里

为材料的屈服极限
, 。。 一 鲁为对应于屈服极限的弹性变形

, 五 为弹性模量
,

系数 。 和指数 。
都

一 ’

一 一
, , , 、

一

睁’面匀‘平

了‘、

是表示材料性质的量

应力函数 价在极坐标下与各应力分量的关系为切

几 一 价
, 一 劝 ” ,

口 币,, ,

久。 一 , 一 价
’

劝和 护 都经过无量纲化
, 于

价 一牛二 毋
,

上
,

‘

一

予 为真实的应力函数
,

为真实的矢径长度
,

为裂纹的半长 式中的 ’一李
,

‘

一
备

,

“是以裂纹延长线为起始边按反时针方向量取的角度
,

坐标原点设在裂纹顶端

应变相容方程为

厂
‘ 。。 , ’ , 一 ,

一
一‘

一 , 一 , 。 ’

式中的应变可表示为

氏 一 , 。 十 立 。‘ 一 吼 一 丙
,

内 一 ’ 不 衅 一‘ 。。 一 再 ,

‘ 。 一 ‘十 · 。口 十

舍
“叮一 。·

, 为泊桑比
, 氏为等效应力

,

子一 且 。 ,

一 。 ,

二

利用 式
,

在
,

式中消去应变
,

得
, 一 ,

嘿 一 , 一 李 一 , 一
髯李

。 一 , 一

丫
, 一币

一
价

, ,

口
“

口 犷‘

一 , , 犷
一‘ , 一‘中

’ ’ ’‘

式左端没有计人表示弹性解部分的双调和项 铲铲价 ,

以后我们将会说明这一项是可以忽

略的 设应力函数可表达为

价 犬
‘ , ,

书
, 口

‘

子

代人 式后应力可表示为

严格地说 , 式只适用于 , 一 奋的情况 , 但可以证明对二阶渐近解 , 方程 对任何 , 都是足够精确的
石
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’一 户民 凡 , ,

心。 ,

一
, ‘于 十

‘
厅砚 ,

’
了 ,厅 十

‘ ,厅 。

代人 式得

一 、 一毋小
, , △二

警
‘ 、 仃亡

一
尺毖

‘

玲
,

, , △一

今、
,

口巴

而

碑 一 立 。 一 。 , 子 。 ,

兮

口山

口刁刁

不 厅·

一 厅 ‘ 一 而 厅 。厅
·“ ,

号
氏 一 “口 ” ’氏。 ·

, 。 。 。

”一 或
’ △如 一 “ , 一 “ 夕 ”·

当 ,

、 时
,

式的圆括号中为小量
,

因此有

、一 、 、 一 , ‘

一
,一 。

卜十 色于
, , △一

誓
, , △一

‘ 亡

, △ 又 比 △。 小得多
,

可以忽略
,

于是

、一 、 、 一 ,

一
, 十 , , △二 。 一 誓

, 」

将
, ,

式代人 式
,

计算中均略去 , △“ 的项
,

再略去弹性应变
,

则有应变表达式
,

一 。 全, ” , , 艺 刃 , △‘
若

, , ,

口

口 一

一 。,

一 尺 , ”‘ , 若。 刃 , △‘ 百。 ,

, ’‘ 艺, 。 刀 , △‘ 。

,一

。

—
亡

一气

口

口

一
,

含司
一喻

’

‘。 一 立才
, 一 冬

。 一 丙 反 一 。。 ,

髯

套必

若,

一 〕,

二
· , 一 冬‘ 十 标

尸一

将
,

式代人 式
,

再代人 式得

全
” , , 一 , , △,

九

要使上式对任意的 。 都成立 , 必须
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, ,

九

上式的详细表达式就是

称 一 , , , 百 一 , , 若拼。 ,

百乏一 , ,

山
, , 、

山
, 十 艺 一 山 ‘ 。

对于 型问题和裂纹面上无荷载的情况
, ,

式都有边界条件

子
‘ ,

葵“
’ ,

子劝
,

子
’

动

此外还需补充一个条件

葵
,

一 式组成了渐近解的定解方程

, , ‘,式的解就是

方 程 求 解

奇异解田 ,

特征值为

, 一 刃

, 式中的第一项含有因子 , ”勺一 , ,

而双调和项含有因子 户 一 ,

由于 , ,

。、

一 塑性部分第一项
犷
的奇异性高于弹性部分第一项

,

因此在 尹
一

是允许的

了 ,

故 , 一

时忽略弹性项

可以利用 积分来计算塑性应力强度因子
、

它们的关系为

将 式代人
,

得
一 了十 , ” ‘ , , 、十‘ ,

了
‘

。 ,

、二全
入 屯

—
, ” ’ ‘ 。

一

,

为积分模量
,

它只是 的函数 『刃

一卫
” 斗 怪

乌‘ 。 日一 蛇 子
,

扁
,

一 筑 一 于
, 。 ,

寿孙

二 , , , 」 。
,

一 · 。。 ·。〕 “

若 积分的积 分 路 径 取 图 所 示 的 闭 合迥 路

石
,

则有

, 一 , ‘, 一 。 , , , ,。 , , 二
注 一 。,

才

尸、 洲尸 、、

式在裂纹面 上积分为零
,

在弧

的积分互相抵消
,

最后只剩下
。 、‘ ,

一
, ·, · , , ,

、,

以上积分导致

和 上

图 积分路径

文献 中补充条件 为 云 、
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’, 一 , 刀
,

·

‘ , 一 刀 。 。 二

于是有王克仁‘ 提出的公式

刀 一 一卫一 暇
‘ 氏 ,

扁
,

一 舜
‘

一 , 。。 幼
刀 弓

, , 于,

寿
, , 厅 花。 ,

式可用来检验计算结果 我们计算出的
, ,

式的数值解相当精确地满足

式

将 式代人 式
,

可得到一个变系数的线性常微分方程

叔 成税
”

成税
’

成税 十 痛 一
,

,

是 , ,

山
,

⋯
片片几

,,

书 及其各阶导数的函数
,

它们是
, 一 于 ,

夕圣 况
,

男

—心一百 , 一 月 哪 卜 人 ,

, 二 ,

⋯
, ‘ 、 , ‘ 、 ,

过 二 “ , ,

嘶 小

、 二 、‘

一了, ,

十 止几 , ,

氏 , ,

子
,

书 “ , ,

、

「
, 二 二 、

欢 , 一 一从勺 十 刁 一 户八 十 “ 诉口 十 伪
。

一 ,

一 灵 一 毋 亏
,

礴反
,

山
,

碑子
,

。 一 , 一 , 一 「竺二 , 。已 一 碑 。 , 二 瓦
, , 二

【 」

, 一 厅尽碑
’

亏奋一 , ,

山
,

山 灵反

一 、
, 了 ‘ 刀 一

, , 、

—
声气仃 产

’

书 哪小
, , , , , , 一 书子 瓦

, ,

。 ,

灵 〔
,

山 厅子
, 。 一 十 毋

‘

瓦
,

一 , , 步忿
, , 一 幸 灵

,

, ‘ , 一 , 厅二
, , ,

乙 灵
’

毋 ⋯瓦
氏 一 厅二 碑

’

十 瓦亏五
,

一 。尽 。 一 生 , 一 碑
’

粤碑
,

武 ”

一
一

一
,“‘一‘ 一

一“ , 一 △ ,“ ,

王克仁 , 中国科学院力学研究所研究报告
, 斗
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胃

舀
— 口 一 九

, ,

式组成了求解 山
,

吞 的定解方程 用差分法可把
, 一 式化为差分方

程组
,

这是一个线性齐次方程组
,

能使该方程组系数行列式为零的 △, 就是所求的特征值

现在还需要考虑是否塑性部分第二项的奇异性仍高于弹性部分第一项
,

如果是
,

则在 ,

,

时弹性项仍可忽略
,

方程 可以成立 这个条件可以写成 。 ,

一 山
, 一

,

也就

是 、 应在 。 “

默
范围内

·

当 。 时
, △ ,

当一
‘ 时

, 。 △

希
·

在 式范围内假设 山
,

求出差分方程组行列式的值
,

由图 可见
,

在 式范

围内确有零点
,

而且 。 的情况还有两个零点
,

应取较小的那个值
,

因此 式成立的条件
满足 然后再用龙格

一库塔法仔细计算 , 得到更为准确的 山 和特征函数 孔及其各阶导数 进

一步可算出 氏
,

九刁 ,

氏。,

和 。 一 典 氏 之值 见表 及图

表 ‘ , 及初值 武 。

今今 了 。

截截
’ 。

了△

一
一︸︸旬

差分方程组系数行列式之值与 “ , 的关系

岁一酬

四
、

积分及函数 的考察

若应力函数的表达式取 式或是更多的项
,

则 积分也可相应表示为

十 几尸 几尸
·

⋯ ⋯
如果积分迥路为一个圆

,

它的起点和终点分别在上
、

下裂纹面上
,

则 即为 式的第一式
,

它是个常数闭 又有 ⋯
,

因此当 , 时 一 根据 积分的守恒性知
,

对
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称 ”二

一
气认

而

口

一

一

尸

凡 产

。
︸气

司

图 行, , 。 , 子
, , , 民 的分布 图中省略了下标

于任意的 都有

儿尸 几尸 十 ⋯
,

或

儿 几尸一 十
· · ·

当 , 、
,

就有

儿
。

取应力函数为公式
,

则有式中的 就是 △万 ,

了, 。 ‘ ‘, 十‘ ,‘ 十‘ ”, △‘

一 , , , △‘

一 十‘

因此有

, 厅几一‘厅, 。 一 厅
, , 石 一 应

厅
,

在。 一 花
,

一 厅
,

‘ 厅
, 。‘。, 一 。了

一

氏 场 。 十 十 山 氏 获 氏。在。

万一
‘卫

一一

厅
,

落
,

一
。

式中 属
,

乓
,

场
,

场 按下式定义
·,

一 二‘

一 一
‘“一 十 , ·‘ 一“一 ,

,

尺了, ” 十‘ 花 , , △‘
称

, ,

一
一

·。

一
,

‘

丫
”‘

花。、 , △‘ ,

而

且
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—

—
, ’

赶

, 瓦 ,

一 获
孙口

一
刀了

瓦 一 屁儿
息

·, 一 , , , △ 干
’

了
, ““ , ,

山

与推导 口 的过程相仿
, 可推出在半径方向 积分的被积函数 刀 的第二项为

刀 口 , 左几一 ,厅。。 十 〔氏。 扁 一 髯
厅 应。 一 寿

, , , ,

山 口 获 十 。 , 厅。乓
。 〔。 , 、

山 厅
, 。认 子。在。

, , 厅 仄 子。扁
,

的积分迥路
,

应力函数表达式取两项
,

实施积分 式
,

得仍考虑图

一
才匕 吕

十 , 夕 一
, 。 , , 二 ,

一
‘ , · 一 、。, 十

万 一 。·。
万

艺 ‘。

” , 一 月 。 , , △ 刀式。 、,

, 茗 分别为 , 式中的被积函数
,

又
’

十 上
△

刀 口

,

故有

又因 ‘ “

代人 式得

含
二

“ ‘” 一
合

‘ 一 。,

。 。 , 。
, , 。 、

一 ‘ 口 一
一 又 少

。

△了

五
、

的估计

协 和

裂纹弯曲试件
、

他们计算了 一
,

用基于小变形理论的有限单元法
,

并利用 式的应力应变关系
,

对边
边裂纹拉伸试件 和中心裂纹拉伸试件 进行了分析

,

的情况
,

裂纹长与板条宽之比 二 和 夕究

,

进行
·

了分析

则用有限变形理论
,

并考虑裂纹为有限宽
,

裂尖为半圆形
,

对 和 试样
他们计算了 , 的情况

,

二 一

由 和 式不难推得

。 ,

友

口 ,

交

六

喘

‘ ’, 。, ,

” , ,

, , ,

。 ,

是在裂纹延长线上垂直方向的正应力
,

又表示裂纹延长线上的点到裂纹尖端的真实距离
,
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灭 乙 , ,

为真实的 积分 值 及
,

友与
,

的关系为

一

粤
‘ ’、 ,

一

粤
‘ ’、 ,

而 一

共、
一‘ ’

邝 ,

是一个只与材料性质有关的量
,

而 及还与试件形式
,

几何构形与屈服程度有关

从文献 的 , 一 又 刀 关系曲线上可以看到 图
,

在 又 一 处有一

最大值
,

再向裂纹顶端逼近时
,

曲线就降落下来
,

这是裂纹顶端的大变形所致 因此在 又 了 。。

一 的范围内
,

奇异解实际上没有意义 又因为渐近解只适合裂纹尖端小范 围 的

情况
,

因此我们拟合时主要照颇 又 刀

与文献上 〕
,

的结果拟合
,

材料常数为

的曲线段 对于 。 一
,

的情况
,

分别

,

鱼 一 拟合结果见表
,

和图
五

表 。 , ,

—一

二 时的 七

及

一 一 一

气

心 , 口 ,

凡 ,

凡 戈 了凡
匀

叮 ,

子

一

‘

飞

奋

见 , 。

】

叉 内

图 , , 。 云

为 奇异解 ,

。 的曲线拟合情况

为渐近解 ,

—为有限元解

文狱 』中给出

能此文叙述有误

庄 二二 , 但该文献图中的 双 奇异解点子似乎是 , , 时用 二 , 。 二 时 “

粤点出 可一
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一
,

表中 ‘ 为韧带长度

表
。 二 时的 左

三

二二三三二二二二二二二二二二

一 一
。

一一
。

一 一

‘丙 了
, ‘ 了二 一

,’摆
近 ·

⋯
‘

医之念礼。 , 近 ,

、 、 、 分

器
。 命岌犷亩嘴而茄击成。

习 刀殉

“卜亩命
又 丙

‘ 二 丙 了二

。七
二 一。

,

渐近解
, 址址址

气外

,’ 「
。 七 二 一 卫 渐近解

义交
,

一一
卜 “ ,

习切动

刁 一品‘一

图 。

习 动 牙 丙

, 石 一 的曲线拟合情况

说明同图

二一

, 、 、 讨 论

从拟合的情况可以看出
,

与 奇异解相比
,

渐近解的第二项非但不是可忽略的高阶小

量
,

而且起着相当大的作用 在 戈 刀 一 的范围内
,

奇异解已衰减很多
,

而第

二项的指数 , 一 ,

乙 接近于零
,

该项基本上是常数
,

因此影响显著

在我们所研究的几种试件中
,

友总是负值 由图 一 可见
,

就曲线的拟合范围而论
,

试件比 亡 试件大 试件几乎在给出有限元解的整个范围内都拟合得很好
,

屈服程度
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“
。

卜‘ 卜

毛二心 渐近协 七 , 渐近解
户 七二 一 巧 渐近解

冷哭
。

夕

口、又、 之
, ‘ , 一

曦 , 二 一 二弓渐近解

, , , ,

。
,

孔 初 ‘
一感

艾 刀口 。
一布一布一布一丽

芜 了
。

一一万 艾

又 。

,︸二玉,

口

卜
甘。 “

。

卜

”卜扩贪亩扇瑞丽翁
牙 。

匕

一
一

卜
。

升
口 二

决
, 二 一

一

水
奋 , 、

、

浇杀之
七 , 一 ‘名

火 粉了
“

、 ‘ 只
及 , 一 。

·

,

及二 一

一犷二下飞万而厄

万 刀口一

。一庵 苏

图

习 口 。

全 泳
’

又 口
。。 习 了氛

皿︸一艺‘‘口‘﹄工

。 , 。 的曲线拟合情况

说明同图

高的比屈服程度低的大 可以推测
,

渐近解第二项对 试件影响较大
,

对屈服程度较高的

的 ‘叽

一

一一

一

一 一 一一

一一

—
⋯ ⋯

一
。

一
一一 一 一

图 为 的变化

一
, , 二 , , 一‘

, , ,

,

—
, , , 二 ,

—, 二 , 去二 , 一 , 。 ,

二 , 一一戒〕 , 。 , , ,

一一
, , 二 ,

影响较大 而对 试件
,

在离裂纹尖端

较远处二阶渐近解与有限 元 解 仍 有 较 大差

别
,

这可能是因为我们没有考虑渐近解第三

项的缘故 然而我们研究的只是裂尖附近小

范围的断裂环境
,

因此在渐近解中考虑前两

项可以认为是已经够了

随着屈服程度的提高
,

塑性区要增大
,

这

时 奇异解与实际情况有较大的差别
,

因

此 反的绝对值要增大
,

这个趋势表示在图

中 天与 二
, 。 的关系还不能明 显地 看出

来
,

但从 试件的曲线中可以看出 反绝

对值随 二 增大而减小
,

并且在同样的屈服程

度下
,

试件的 友绝对值 要比 试件

的大

表
,

给出了在裂尖前缘 又 丙
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表
,

二 时的三轴张力 口 , , ,

一

匹
一

又 一

—叮 。了

二二二三三
气

卜兰犷一卜
一

二匕阵兰一 ⋯一二一
“ 。

洲
。‘

·

。任‘ ““
·

咚‘
】

————
洲

一 。
’

,‘
’

斗 一 。
’

吕弓‘
·

, 。‘ 一 。
’

, 吕 ,
’

。

表 二 的三轴张力
, , ,

五五
、、、

一一 二 , 只
、 、

试试件 一 一一 一碗几几几几几几几

一

斗斗斗斗

一
。

一

一
。

一
。

斗

一 一 一 一

斗

一 一 一 一
。

呼呼

时的三轴张力
, ,

是由 奇异解求出的三轴张力
, 吸 是 由渐近解的第二项求出的三轴张

力
,

为总三轴张力 由此也看到了渐近解第二项的重要影响
,

尤其是使 试件的裂尖前

缘三轴张力大为减少
,

在屈服程度较高的情况下更是如此
,

从而失去了高三轴张力状态 「

综上所述
,

既然 友对裂尖附近材料的弹塑性行为有相当重要的影响
,

那末我们就有理由

认为
,

乞可作为判断裂纹起裂的一个重要参数

七
、

结 论

原来的 奇异解在某些情况下与较精确的有限元解有较大的差别
,

但在考虑了渐近

解的第二项后
,

通过调整第二项的幅值系数 及
,

可以很好地符合有限元解
,

而且试件形式
、

几何

构形和屈服程度等等影响都可通过 友
,

表现出来

渐近解的第二项对裂纹尖端附近应力应变分布及三轴张力有较大的影响 因此
,

除 积

分外
,

它有可能成为另一个特征参数
,

这就为建立双参数准则提供了理论基础
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