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二阶非线性微分方程亚 超谐共振的

一种求解方法及其应用研究

陈 予 怒 李 世 海
天 津 大 学

提要 本文引用了非线性共振频率的概念 ,

指出如何求主共振频率域及其中心 采用新

的办法对单自由度非线性系统的亚 超谐共振进行了研究 作为例于讨论了 方程
,

给

出了
, , , , , , , , 次谐波共振的结果 模拟计算机的计算结果对所给理论作

了部分验证

一
、

问 应 的 提 出

有很多著作已对非线性强迫振动的亚 超谐共振现象做出了论述
,

如文献【 一【

我们通过实验认为有下列问题值得注意

振动系统中
,

共振条件不仅依赖于系统本身的参数
,

还与干扰力的幅值有关

当千扰力的频率在一个大范围内变化时
,

都可能引起亚谐共振

当外加频率给定时
,

可能有不同类型的共振发生

非线性振动方程
分 , 分 口 ,二 , 分

其中 为小量
,

为常量
,

广
,

劝 可展成
, 分 二阶以上的多项式

近法研究亚谐共振均以
一
。 一 卫口 , 作为产生共振的条件

,

这里

平均法
、

多尺度法
、

渐

、

为互质的数
, 。 是

小量
。 口 的这一条件大大缩小了研究范围 同时

,

若用这些方法解释与第 个问题有关

的现象会遇到困难 本文引用了非线性固有频率的概念
,

认为非线性共振频率以域的形

式出现 在此基础上研究了亚 超谐共振解
,

较为自然地解释了我们所注意的问题
。

、声、声、理了,‘内份
矛百、了‘、了、

二
、

非线性共振频率
,

亚 超谐共振的甚本共振颇率域及其中心

对方程 取变换
口

分‘ 一 口血 口一

以
,

作为新变量
,

经过运算
,

则有

丝 ‘ 。 ,

必
, 口 , ,

丝 ‘ 。 ,

必
, 口 ,

浮
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其中

一 ,
, “‘ , 一 会‘一 ,一‘ , “‘一

,
,

一“ ·‘ , , 一

一
‘ ,

’ 一价
, “‘ ,一洽‘一 一 , “一

‘ ,

一““ , , 一 一
‘ ,一 ,

在
,

是时间 , 的缓变函数的情况下
,

它们的变化率可用右端函数的平均来代替
,

并记

为

贵
一

丫、 一 ,
, “ 才 ,‘

,

贯 ,

价 , 口

记号 , 表示 内的函数对时间平均
,

在进行平均计算时
,

不显含 ‘ 的量作为常量
。

当

已 时
,

式记为

、‘、、产片
了‘、了、贵 一

十 “
,

登
一 ‘找“ ’

其中

, 一 粤、 。 。。 二 , 。 ,

召

一 “ 。 。 。 , 。 。了 。 ,

。 ·

卜 丫洽
、, 一

。了 ” ,

一“ 、· “ “ 一 “ 才 “ ,

根据假设和 劝
,

有 一 才“ , 十 。 ,

将之代人变换
,

得

〔。 岔 。 , 日。

其中 满足 式 令

夕 , 口 才 。

。 , 是方程 的 自由振动频率 它具有频率的特征
,

并且受非线性函数的影响
,

我们称

之为非线性固有频率 与线性固有频率不同的是
,

它不仅与系统本身的参数有关
,

还依赖

于振动的幅值
。

因此
,

对于强迫振动
,

非线性固有频率就受到千扰力的影响 也芷是由于

幅值
、

频率的相互作甩
,

使得非线性系统共振的频率范围不局限于某一个点附近
,

而是在

一个较大的区域内 我们提出“
非线性共振频率域 ”的概念 但是严格的确定共撮频率域

是很困难的
,

下面给出一种简单的近似算法

在 式中
,

取 。 口 ,

得

韶

。

— 刃口 , 州 占。气召 少 一 —
才 。 一

一
互一 。

口

令 粤 一 。,

誉 一 。,

若方程组有唯一的实根
。 ,

口。 口 了

将之代人 式
,

得
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从上式可以看出
, 。是方程 从线性系统向非线性系统逼近的结果

,

我们设它为非线性

共振频率域的中心

不失一般性仅讨论硬特性情况
,

若取非线性函数为 。时的非线性共振频率为域的下

限
,

则
口 口。

岔 。
一

由中心和下限
,

我们按最简单的方法
,

取上限为

口 口 才
‘

则非线性共眼频率域为 口 ,

才 对亚 超谐共振这一频率 域应称为基本频率

域

三
、

亚 谐 共 振 解

为调

、、产、、,声护﹃︸封︸,二‘二‘孟、、了、

将 式的两边同时加上 尸。 ,

得
分 , 分 十 尸

, 分 一 口 二 。 ,

其中 是实际非线性共振频率
,

是域 。 , 口 十 扩 内的代表点
。

称 尸一 口

谐值
,

记为 △ ,

如认为 八 一 了
,

劝 具有与 同阶的小量
,

可将方程 写为
分 , 一 , 牙 △ 一

, 分 。 ,

已口
分 。 , 分

, 分 ‘ 一 。户 八 一 二 , 才

对拟线性方程 取变换
产, 。

才 一 一 。。 滋

其中
。

对一 。今
,

将 , ,

看作时间 ‘ 的函数
,

不难得到标准方程为

立 一 一 三 。 。。 , 八。。 。 , , 一 。 , , ,

苦

、少、,产‘、了占,︸内」,‘,‘,‘了几
︸了、了、一 乃。。血 。 , 。 , ,

’ , 。 。 , ,

一‘ ‘一·

一一一一
一 入。。 。 , , 口 。 , ,

,
的富氏级数为

· ’

刀 , , , 一 。

习
、 。 、 二 如

, , , 一 。

艺
, 。‘ 二 。 ,

其中 为有限的整数
, , 沪 。‘。 , 。‘ , , ‘ , , , 为整数

, 。 , ‘ , , , , ‘ 为

富氏系数 对
,

取
一

变换
“ 夕 , , , , ,“梦夕 , 公 , 一 , 。

一
, 公 , 。 梦

, , ,
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并要求新变量
,

满足

选 夕 , , 夕 , ’

梦夕 , , , , ,

。 , , 。 名 夕 , , 十 。‘

梦
, , ,

一一一诊一

其中
, , , ,,

不显含 “ , , , “梦
,

璧为 , 的周期函数

将
,

代人标准方程
,

得

‘ , 。 夕 ,

十 。‘

梦夕 , , , 。
“ 、

豁
〔· , , , , 一

, ” , 。 , , 。 , 君 , · 〕

器
〔· , , ” , 一 夕 , 。 一 , , , , , ·

, “ 李
, “ 才

叫

一
」侧

一口 口
夕 , 夕 , 。 梦

, , , , 。

。

呵 〔。 , 夕 , 夕 , 。 梦夕 , , , , 。

一 吕小。 十 扩价, 十 扩币 十 ⋯
“ , , ” , “’ , , ” , · 梦 ,

, ”, 才 , · , ·

皆
·

箭
〔· , , “ , · , , ”, ·玲

梦 , , ” , , , · , ,

十 ·

背
〔· , , ” , 一 , , ” , 一 梦 , , ” , 考 , · 〕

十 ·’

箭
·’

皆
〔· , , , , 一 , , 。

卜
·

’

, , 。 , , ,

一

背
〔· , ,

, 一 , , 吕 夕 , 。 , 犷 , ·刀

帅梦 扩时 犷时 ⋯
其中 币, , 功少分别为函数

, , , , , , , 将
,

以式 代人后
,

按 。泰勒展开的

第 矛阶项的系数

比较
,

方程两边 。 同次项
,

令其系数相等
,

得
人 , ,

, 器
一 价。 ,

, , , ,

—
二会吕

口
币梦

,
, ” , 会

, , , , 器
, , , 斧

一 , 笼

, 、 ,
、

梦
, 下而 , , 俩言 , ,

百介 币犷
‘声 、产 , 奋

将
,

代人
,

则
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, , ·

卜鲁
一 。 夕

卜客
〔 ‘ ·

一
十 , ‘二月

吃
, , 。

擎 一 、。 ,

才
艺

‘ , 。 二, ,

订

为了使 夕 , , 夕 ,

满足不显含时间 的条件
,

当 , ‘。 笋 ,

或不接近

于 。时
,

将 进行平均
,

则

夕 , , 一 。

, 夕

、产、份口,门弓了、矛、

将
,

代人
,

并积分
,

则

“

习
、 夕 , 一 夕 , “

十 功

刀 形 口

一 全
“万 , ‘ 份下“ , , 哪

“了
·

如果重新排列序号后有 , , · ‘ ,

《
,

护 一竺 。 的亚 超谐共振解 当共振时式 的后
刀了

使 ,

项对

, 。 ,

我 们 将 得 到

浮
幅值的变化率 有贡

献 当 。 , , 时称为超谐共振 。 , 时称为亚谐共振

在共振情况下
,

从 式得

、了、产护今了份门,了气、‘、, , 。 夕 习
‘ , , ‘ 二, , ‘ ‘

, 公 勿 习 “ , ,, , , ‘ ,

令以上两式等于 。 ,

则在一次近似时有 率 · 。,

粤 一 。

踌
由该代数方程组可得到

一次近似时的亚 超谐共振的定常解的
, , 仇

, 一 仇

再由 就有

尸一 。
口

定常解的稳定性可由 判据来分析 〔,

将 一 代人
,

得

、、了
、
户、产

只︺才内门泞、沙‘、了、

州叫

「
巾 下二 一丁一 宁

‘ 召 心

公
’

间 山
,

口 韶
中五

一

、二一 丁一 宁 下 少 二一 代二一
口口

一

祥 沙 心吕 一曰 口口 ‘

咐剖
·、

器

’

砂

将 。
, , ,

。
, 导 ,

展为富氏级数

, , , , 一 。 , 艺
, 刃面 风 二, 滋 风

亡

可

, , , , ‘ 一 。 ,
习 、‘ , 夕‘ 牙 , 风

其中可 为有限的整数
,

风

亡

民 瓜。 , 十 玩
,

元 , 而‘ 为整数
, 。 , , ,

丸
, 。 ,

砰‘ ,



力 学 学 ‘ 年 第 卷

为富氏系数
,

则

夕 , ” , 器
。 , 习

、 , 凡 风

一 粤 , , 。 一 粤 , ,

口沙

, , 。

卜晋一 、。 十 艺 、 , 夕、 、 ,

一

箭
, , ” , 一

器
, , ” ,

夕

如果重新排列序号后有
, ,

⋯
,

友
,

且 元 十 云 。 ,

此时为使 乙
,

不显

含
,

则必有

, , 。 。

艺 了 , 万 。 万, 。

夕 , 。 一 、。 , 艺 〔、
, 。 万

, ”十 二 ‘ 万、,

将
, , , ,

代人
,

得到确定 夕 ,

的二次近似方程

夕 。 , 。 , 艺
‘ , 、” , 血 示”

夏
‘

。 , 。 , 艺 ‘ ” , “, ,

令上式的右端为 。 ,

则可得到 竺 仍 时的定常解的振幅 夕,

和相位 熟 由 有

夕 , , , 沙 ,

十 沙,

尸一 。〕
翻心口

上述结果表明
,

新的共振关系是在一次近似非共振情况下求解二级近似得到的 并

且共振关系 一竺 。 歹一 一 粤。 与多尺度法
、

渐近法和平均法所述有质的 区 别
称 称

其一
,

不是一个点
,

而是代表一个域 其二
,

不仅和本系统的参数有关 ,

还依物于干扰

力的幅值 同时
,

对同一个干扰力的频率
, 户表示的域内

,

可能有两个或更多个代表点同

时满足共振条件 故对于方程
,

当看非齐项一定时
,

如果有几个共振条件同时满足
,

则

方程有不同类型的解
,

其性质是由共振关系确定的

四
、

雌 方程的亚 翅诸共振解

方程
分 称云 十 口 劣 苗才

是描述工程技术中非线性系统的典型方程 作为本方法的例子进行讨论
。

由 得 系统的非线性共振频率为

口

一

丝
。 ,

口
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由
, ,

设方程组
万 。 。 , 。 。

—
口

—
召 —

—
口

一

口

的解为
‘ ,

氏 则共振频率域为
“ , “ 匕 圣

口

方程 可化为

萦 , 二 一 。分 △ 一 ‘

利用所述的方法
,

对 方程进行分析后
,

可得如下的结论

在一次近似下
,

得到
,

亚 超 谐共振解 当 。 分别为
‘ 。

, ,

、 。 , , ,

、
二 口

。

二 口 二 三 和 口
。

口 二 忿
斗

区间内的值时
,

可能发生此解

在二次近似下
,

在相应的频率域内
,

得到
, , , , 亚谐共振和 , ,

,

的超谐共振

千扰力幅值
、

阻尼系数
、

系统参数对共振频率域的范围都有影响

钓 增大干扰力幅值
,

可使共振频率域中心增大 增大非线性项系数使亚谐共振更

为明显
,

同时扩大共振区域

邝
, ,

亚谐解存在的域有重叠 因此
,

对某一确定的千扰力频率
,

三种

共振解都可能发生

五
、

模拟计算机的计算结果

利亚
一

型模拟计算机解了不同参数下的 方程
,

本方法所给出的部

分结果
,

得到了验证

模拟机部分计算结果 计算数据为下表 中的第三组 示于图 一

巡巡巡巡巡巡巡巡巡巡巡巡巡巡巡巡二二 么 ·

一 万丫
‘ ·

于
·

比月
一 目目

限限限 『『

魏魏魏⋯军军攀攀
‘‘

笋笋

汽汽汽日日

图 亚谐解 图 亚谐解 。
·
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户一

货 ,

”
· ‘ ’‘ · ‘

诩
·

丫琳

〔
“

,’
、

户

丫丫
‘

丫

麟麟继继赞赞撇撇姗姗笋笋笋笋笋笋笋笋
阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶阶

瀚瀚瀚
, 一卜 ,目目

卜卜甚甚甚 比比比比比比比比比比比比比比比

丁二二洲于

渊渊渊目目翰翰牙牙让让让
门

兀兀
日日泪泪附附丹阳阳丹丹日日厅厅以以以以以以以以以以以以以以以以以以以附附州州牛件件目目

翻翻翻计计潜潜干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干干 洲洲洲洲洲洲洲洲洲洲洲洲洲洲甘恕恕先先网网 十十
仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁仁

互互互

园园引引
一

呀呀呀又又又尽 卫卫竺竺竺竺竺
落落落落落落落落落落落落落落落落落落落落落落落落落落

鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂鄂黝黝黝
藤藤酮酮侧燕 一一叮刁刁讨讨祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠祠 不不不不不不不不不叮叮叮

珊珊资资于于干干
注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注注一一一一

淮淮缅盯盯 妇妇讨讨洲洲 口口臂谁川川针针卜卜粉粉附附洲洲曰曰曰曰曰曰曰曰曰

洋洋洋平平工工工 茸茸李李可可人人
‘‘‘

料料份份 月月月 一 十一一一 肚

卜卜土土
汁

··

上上上卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜
土

毕毕毕毕毕毕
·

恤恤恤
牛牛布布
丰丰丰丰丰

卜

,,,,,,,,,,,,,,卡卡卡十⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

图 亚谐解 。
·

数字机计算结果

理论和实验结果的对比
,

见下表

图 斗 亚谐解 。 呼

二
,

一 月月

””

口口

斗斗

”” 一

口口

。 的取值范围

组 号 谐波阶数

理论 实验

一 一

一
。

月 一

一 一
。

引一 ,
。 。

一

卜万石丁一卜不不二万州

弓 一 一

一
。

一

。

一
。

一
。

实验结果分析

理论给出的
, , , ,

亚 超 谐解得到了验证
,

到 还没找

到

改变干扰力的幅值和非线性项系数使共振条件和解的性质有非常显著的变化

亚 超 谐解的频率域包含于理论范围内
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在 。 一 和 。 一 内
,

分别有
,

和
,

的不同

类型的解
,

这就部分的验证了前述的结论

六
、

结 论

所述求解非线性振动方程亚 超谐解的方法
,

从理论上给出了产生亚 超 谐共振的条

件 非线性共振频率的概念有助于深人了解非线性振动的特性 摸拟机的计算对理论做

了部分验证
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