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矩形截面直管中的振荡流动

林 同 骥 浦 群
中国科学院力学研究所

提要 通过解析求解纳维尔
一

斯托克斯方程
,

本文给出了矩形截面直管中的层流振荡流动

解 该解适用于不同的截面高宽比 , 和不同的振荡流动雷诺数 对典型的 丫 和 孟 雷诺数的

平方根
,

给出了振荡流动速度的振幅比和相位差的等值线分布以及振荡流动速度随时间的变

化
, 可以看出流动的速度分布如何从低频亮粘性类型向高频低粘性的边界层流型逐渐变化 也

可以看出管的边壁和角部对振荡流动的影响 当振荡频率 。为零时 ,

本文结果即成为通过矩

形截面定常管流的 加 解

关键词 振荡流
,

矩形管内流动
,

非定常粘性流动

一
、

引 官

型水槽是一种产生简谐振荡流动的基本设备
,

已被应用于海洋工程研究 。 ,

, ,

为便于进行边界层实验以及流动显示
,

型水槽 试验段截

面通常采用矩形
,

为此提出矩形截面振荡管流研究
,

探讨不同截面高宽比
、

不同振荡频率

以及不同流体粘性时振荡管流的侧壁及角流效应等问题 这些问题本身也是非定常内流

研究中感兴趣的一些基本问题 尽管矩形截面定常管流问题早已解决 。 , 、

圆

管振荡流动也已有了相当进展 形
, , , ,

, , ,

但矩形截面振荡管流的研究相对很少
,

本文试图通过精确求解矩形截面振荡管流下的 一
方程对上面提到的一些问题进行研

究

二
、

控制方程及其求解

考虑由活塞简谐周期运动引起的矩形截面直管中不可压缩流体的流动 在直角坐标

系 幻 中
,

不可压流动的质量守恒方程和 一 方程为

勉 一 。

己 ,

口“‘

二一
二

,

加 即 山
,

夕阶
尸任 二 , 一 一 、 花万

一 ‘一 尸 二尸 二 , ,

口 , 口 护 之矛

, , , ,

这里 “‘ 和 ‘ 分别表示 ’’方向上的速度分量和彻体力分量
, 、

和 产 分别表示流体的密

本文于 , 年 月 日收到
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度
、

压力和粘性系数

令 和 分别表示管截面的宽度和高度
,

和 分别平行于管截面的宽度和高度

方向
,

而 与管的轴向一致
,

如图 所示

图 矩形截面直管及其坐标系

考虑忽略彻体力及管无限长的情况
,

流动将与 , 无关
, 一 方程及壁面无滑移条件

可写为

口留 口乡 「口留 口留
花丁一 一 —二声 卜 二 一二一 , 一二 二 ,

,

忿

。 。,

当 土 。 或 夕 士 时

这里 二 、 夕、 二 和 , 分别替代了式 中的 二 、 二 、 二 和 “ , , 一 产 几

活塞作简谐周期运动产生的压力梯度可用 一 生 李 一 灸。 。 , 来表示
,

这里 , 和
名

为常值 令

一 生 互 妙‘
,

万
, 二 , , 。矛, ‘ 二 , 梦

并且引人无因次参量

币 叨‘ , , , , 犷 ,

几 。 ’ , , 留。

友 。 , 留 。 ,

友 ,

则方程 成为

功“ 价明 一 议 币 ,

币
,

当 夸 士 或 刀 士 了 时

注意到式 中仅其实部有物理意义

几留。

考虑到流动对称于 轴
,

在满足 士 的边界条件下方程 左端函数 中 夸
、

的 和

常数 在区间 一 若 上可展成如下级数形式
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币 “ , , 一 艺
。

歹 , ,

一 艺
。

杏
,

,

若
二 。。

若
, 、 一

’一 , 。。 ,
。

一合一
‘ ,、

月 , , ,

⋯
。

将式 代人方程
,

得到
。

刀
一 此

。 , 占二 武 孟, ,

。 ” ,

当 刀 士 丫 时

方程 为二阶常系数线性常微分方程
,

其解为
。 , 石 一 占 刀 占 了

将式
、

和 代人式
,

得到振荡管流的速度分布

竺 。‘。‘

习 一
留 二

当 , 时
,

式 和 给出

。 解

一暖 一
‘,“石’

“ 一
“· ”‘· “·下 ’

·

孟 。和 沙。 。。 ,

于是式 即化为定常矩形截面管流的

裁
一 烈 一‘”一‘ ,‘ ” · 。‘夸 一 恤

。

对
。

三
、

振幅比和相位差

如果振幅比和相位差能以显式给出
,

则很容易得到一个周期中任意瞬间的速度分布

以及振荡流动的时间均方速度

分开
。

和 汤。

动 的实部和虚部
,

式 和 可写为

、产、声、万,且,‘月三,‘,二了、了、了、

‘‘,

占。 “ 。

口
。 沙。 。 ,’必。 ,

。

一 各 标
,

一

,一 各 从
,

。。

一 ‘ 全 价
,

巾一 生 啥 一 , 。二

和
石

· , 几一 , , 。 , 。一‘ 。‘,, ,

, , 沙
。

一 。一“ , 。 。 △ 。 。一 , ‘ ,

全,

。 勺 沙
。

一 一‘ 一 △ ”

血 △
。

一 。一 △ ‘

△

其中
‘

,

、矛

刃
了吸、△

。 下 一
。 ” ,

△
。

‘ ‘ 介

,

。 ” 二 丫
。 ” 刁

夕
, ” ,

。 ” 一‘ 。 ,
·

声
。 ,
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在数值计算中
,

为了避免在
。

动 中出现很大的数以及在

度选取中的问题
,

用下面的表达式替代式 将是方便的

△
。 , 下 一

,

一 犬
, 刀 ,

△
。

口
, 丫 一 刀 一

。 丫 。。 刀 ,

。

的 和 △ , 中大角

、 , 一 粤
。 〔 。 一‘二 , 。。 , 夕。 , 。一‘。 · , 一

,

。, 勺 ‘ 一‘ 一 ,“ , ”滋 口刀 一 。一 , “ 。 , 尽刀

特别是对 ‘ , 》 和 内 , 》 二 的情况
, 。

们 和 。 ,

动 一般很小
,

采用式 〔 使计算

、户、了、尹,、产
﹄

、
声

此”为

大为简便

式 代人式
,

得到

币 石
, ” 几一 〕 夸

, , 。
’一“‘七·, ,

其中
尸 杏

, 。 , ‘ , 会,

杏
, , 一‘ ‘ ,

互
, , 一 习 、 互

, , ”
。

夸
,

夸
, , 一 习 、 ‘

, , 口
,

互
,

孕,

安
, , 。

互 了 二 刀 , 。

若 一
’一 ,

” , , ,

⋯

鱼 。 。。。 ,

、口

将式 和 妇代入式 并取实部
,

便得到一周期中任意瞬间的速度分布

竺 冬
, , 。 〔。 一 每

, ,

翻口

由此可见 左
,

们 和 七
,

动 分别是振荡流动中速度分布的振格比和相位签
‘

在矩形截面的边界和角点处
,

振荡流动的相位差表达式 “ 将出现不确定

需要用下式来代替式 ‘

, 勺 一 ’ 。 ,

友
, 了 一 ‘ 。 。 , , 一 ’ ‘ ‘

其中

⋯
、

⋯一 习 二 , 。 ” 夕。 , ,

。

一 习 二 , , , ‘ 日
· , ,

, 一 习 夸 盆 , 尽
, 二 ,

, 一 艺 普 , 二 , 日。 ,

。

艺 。孟 , 乡。 了 ,
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一 习 盆 一 二 益 日
。 二 ,

一
,

口, 下 必
。

一 一 , 。一 ‘ 。 , 戚 口
, 了 一 。一相 ” 一‘ ,

, 二约 一 一 欲 幻沙
。 一 己一 口 。了

口一 。。了

一

十 ‘一今口。了

下 亡一拓 丫

罕一竿

上式中上标“ , ”表示函数对其各自变量求导数 考虑到流动的对称性
,

这里仅给出四分之

一矩形截面的结果

四
、

均方速度和剪应力

振荡流动的时间均方速度 扩 及其无因次量 对 左
,

动 定义为
。】 , , 一 咨

” , ‘ 。 , ,

名汀

即
一

七
, , 。 ,

将式 代人上式得到

七
, , 夸

, ,

由此可见振荡流动的无因次时间均方速度等于振幅比 的平方 或者说振幅比 代表着

无因次均方根速度

管壁面剪应力
、 , 和角点剪应力 几 分别定义为

阳

几 一 拜

不

一 佘
。 一 ,

瓮

几。 。 。 一
, , ,

一 。又 田 一 专
, 了 ,

‘介几 。 一
, 了 ,

公 日 , ,

、了‘、‘声产、、夕

。 户
州

。

将式 代人 七式并利用式 竹和
,

得到管壁剪应力系数分别为
。

二 ‘二圣 几,

。 孟 ‘孟香 几,

,

忿 ‘忍圣

当
‘

时
,

即对二维管流的情况
,

以 为特征长度无因次化
,

对应的壁面剪应力

丁。 又了 乡丁 功 一 了 ,

, 一
一 。一

石行 。。

了万
了 。一 ,

万行

。一

万杆 。。

了万 、了 十 。一 ,

石行

易 一 专一 一 ’

〔, 一“

了万衍 ‘

一
份科“一 ”

,

占 。 , 告
, 。 , 。。 右
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由此可见
,

在 的极限情况下
,

壁面剪应力只随振荡流参数 几 变化

当 又 较小时
,

随 几 的变化有 几 几, 。
,

即壁面剪应力与 碍 成正 比
。

也就

是说
,

壁面剪应力正比于振荡流动的雷诺数

当 又 时
,

式 可进一步简化为
, 、

「 ‘

几 一 一 几了 “ 仍‘ 一 丁 」
·

这表明对于较大的振荡流动雷诺数
,

壁面剪应力正比于雷诺数的平方根
,

而相差为 二
斗

综上所述
, ‘ 的极限情况给出了二维振荡管流中壁面剪应力随着雷诺数的增加

、

由正比于雷诺数向正比于雷诺数平方根的过渡过程

五
、

边界层型流动

在很多情况下
,

振荡管流中的 几较大
,

此时流动具有边界层流型 对于这种情况 气犷

一 。 ,

一
, 。 了 、 、 , , 。 ‘ 、 ,, 、

妻 润
,

则有 ‘ ‘ 告
。“ ” , 。刀 ‘ 润 ‘ 宁

。“‘ , 》 以及一 ’ 一 ’

一
出

, , 于是前面所有结果均可大大简化 式 可简化为

△
,

一
。 了 一 , , △ 。

一 夕
, 丫 一 ,

同样式 中 日。

和 , 认 分别成为

氏 幻 一 沙
,,

耗丫 一 一 又 告 少
。

代人相应的式
、

和
,

则得到边界层流型下的振幅比 熟劝
、

相位羞 专
,

朴

以及边界上的
, 、

咙
,

和
, 丫 值 注意到

艺 合 价
。 ·

沙
。

艺 ‘ 合 沙
, ·

沙
。

产‘

一
︸

、

、
了

了

中以及式 中 氏
、 , 几和 只是 的函数

,

与 了 无关
,

这表明在边界层型 流动中角点上

的相位差与 无关 但在前述一般情况下
,

约是 几和 两者的函数
,

如式 和

所给 因而可以说
,

当 几足够大时
,

对于相同 几不同管截面高宽比的振荡流动具有相同的

角点相位差

在二维情况 。 一 下
,

边界层流型的均方速度结果很简单 以 为特征长度重

新无因次化
,

并利用 ‘ 以及 。 , 勺 》 的条件进行简化 这里 加
, “

云 。 , 告 ,

可得到均方速度分布为

, 一 一 一 △ △ 。一 ,“

△ 一 刃刀

注意到均方速度以振荡方式趋于其平均值 其振幅随 △ 的增加衰减较快 从第一个

周期看 △ 斗 时
, △ 时

,

这些值对确定振荡流动

中的边界层厚度很有用处
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六
、

算 例 和 讨 论

几‘ 和 几一 时 的振荡管流速度的报幅比 专, 们 和相位差 曹
,

们 给
出于图 考虑到流动对于 夸轴和 , 轴的对称性

,

仅给出四分之一截面上的分布 由圈可

见
,

当 几小时
,

振幅比 尺和相位差 的最大值均在褚的中心轴线处 而当 几大时
,

和 的
峰值由一个向四角点方向发展为四个

,

越大
,

峰值位置会越靠近角点
,

在管的中央
,

出现
一个振幅比和相位差都基本不变的核心流区 , 即当 较大时确实是边界层型的振荡流动 ,

又

。

’态态态态态态

一一 」一一一一
。

匕

卜
、

岁

振妇比

几 又

二

举 。

泥一

二

口侧侧

,,,,,,,,

相位差

,, 了 ,, , ,, 沪沪沪沪

圈 不同久下振荡管流速度的振幅比和相位差
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也就是说粘性影响可以仅在边壁附近薄层内起作用 由图还可见
,

对不同 又,

振幅比在边

壁和角点上均为零
,

但相位差只在角点处为客
,

在角点以外的边界上并不为零
,

与无粘流比较
,

这里还可看出枯性的作用是降低了速度的大小和增加了相位的滞后

对大 礼 壁面上的相位差在绝大都分区为 , ,

当从壁面趋向中心时
,

相位差牙昆快由 司呼

增加到 耐 对小 又
,

壁面上的相价案一船小于 , ,

在管中央的相位差增加到 , 扫

一 ‘

之 丫 之 才 。

‘

一一
乍气护 、从

一一
二泛夕人人

万万万万万万万万万
一一 叹叹叹

介加朴印
。。。

门门门
蓄

⋯

万万万万万万万万万万万万万万万万万‘一 ‘‘‘‘‘‘‘

沙沙
·

。‘ 二 ““ ‘ ”·

。。 。 多 ,

。︺、、
,

︸

‘﹄

蒸蒸蒸蒸蒸蒸蒸蒸蒸蒸蒸
夺夺

一一‘叫

” ” ’

岁
’

、、

丁丁丁丁

图 振荡臂流截面速度分布等健线 几二 主 , 丫 二
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一
一 一一 一一 一

一
——

, 图 给出 几 、

一 时振荡管流截面上速度分布随时间的变化
·

图 是等值

速度分布图 由图可以清楚地看到
,

在半个周期内
,

由于角点的作用
,

角点附近四个正峰

值区形成
、

增长
、

缩小
、

四个蜂值区相连成环以及角点附近四个负峰值区形成的整个发展

过程
,

而正峰值点的位里是沿着角点与中心的连线向中心方向移动的 由图还可以看出

在半个振荡周期的不同时刻
,

角点对于管流中心无粘核心区的形状和大小影响的不同 图

公目 君 ’
,

、

,

一 一一一一 一 一 尸
。

。

刃 滚
仁

。 ‘

卜 〔

瓦五 、 ·

古

上总

心心心心心心心名名 一一

污污
, , 门 、

一一卜卜卜卜卜卜

‘‘

。

习习习了了了了了
、、 势‘‘

、、、、、、、、、、、、、、、、、、、、、、

。。

、、

‘‘ 肠肠

,

日一一一一一

,

。。

味嗽

,, 曰目 一一 知嘴嘴

、、

圈
半周期内不同目间振拓流速欲面分布图解 又“ , ‘

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力 学 学 报 夕 ‘ 年 第 笼吕卷

是速度分布的图解表示 由图可见边界影响在半个周期内向中心传递的发展过程以

及不 同时刻边界对无粘中心区大小的不

同影响
丫 时不同 无下壁面剪应力系数

。

的结果给于圈 由图可见
, 对于

大 又值
,

除了角点附近以外
,

壁面剪应力

系数接近于
,

而在角点上 壁 面 剪应力

为零

图 给出 诬 、 了
,

下振

荡管流的振幅比 住
,

动 的分布
,

图中

虚线为 又 、 了 的结果 两者

相比可见当 孟足够大时
, 了 增加只是扩

大了管中心 夸轴线附近的二维流动区
,

图 不同 又下的振荡管流壁面剪应力 了 均

荡流动的精确解析解

七
、

结 论

综上所述
,

本文结论如下

通过求解不可压缩粘流的
一

方

程
,

本文给出了矩形截面直管中层流振

⋯⋯
。 。

’

⋯⋯
厂“

‘ 。 ‘ 冲
‘

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯一
“ ’一“

一一一
’“ ‘

’

图 不同 丫 下振荡管流速度的振幅比 〔又 ,
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当振荡流动雷诺数小时
,

矩形截面振荡管流中均方根速度的最大值
二

出现在

截面中心处 随着雷诺数增加
,

在截面的四角附近出现四个 二 二 ,

雷诺数越大
, 二 二

所

在位置越靠近角部

与无粘流比较
,

振荡管流中粘性的作用是降低速度大小和增加相位滞后
,

对小 几,

壁面的相位差通常小于 , 咔,

在管中央增加到 二 对大 孟,

壁面的绝大部分相位差为 , ,

从壁面趋向中心时
,

相位差很快由 , 增加到 ,

在大雷诺数时
,

与最大速度出现在角部附近相联系
,

尽管在角点上剪应力很快降到

零
,

而最大壁面剪应力亦出现在靠近管壁角点附近
, 在一个振荡周期的不同时刻管截面上的速度型是很不相同的

,

这些结果可以定性

和定盘地说明管壁和角部对振荡流动特性的影响

当雷诺数大于 几 》 , 时
,

管壁附近区域中和角部区域中存在相似的流型
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