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用应力杂交法计算 型板复合型

弯曲应力强度因子

中国科学院力学研究所 李英治 柳春图

摘 要

本文在 型平板裂纹尖端应力应变场 一般解山 习 , 的基础上
,

采用应

力杂交法构造高阶奇异元
。

由于采用了奇异元并解决 了单元协调 问题
,

使得 亚

型
、

型应力强度因子均获得较好 的计算精度
。

本文计算了有限尺寸板复合型

弯曲应力强度因子
,

并对 型板若干力学特性进行 了讨论分析
。

一
、

前 言

有限尺寸板复合型弯曲断裂问题是工程结构中常遇到的问题
。

由于数学上 的 困难
,

至今还没有获得解析解答
。

在板壳有限元分析中
,

由于剪力比弯矩小一个量级
,

因此剪

力的计算精度低于弯矩的计算精度
。

而在复合型弯曲断裂问题中
,

型
、

、

型应力强度

因子同时 出现
,

型应力强度因子与扭矩有关
,

皿型应力强度 因子与剪力有关
,

欲同时

获得
, , 的精确结果十分 困难

。

在文献 〔 〕中
,

作者以裂纹尖端应力应变 场 一 般

解〔 , “ ,为基础
,

首次采用高阶奇异元进行了有限尺寸板复合型断裂分 析 的 尝 试
。

惟 文

献 〔 〕采用非协调元
,

影响了计算精度 主要指 的计算精度 进一步提高
。

而杂交法

是解决单元协调间题的有力工具
,

本文拟用应力杂交法构造高阶奇异元
,

实现了奇异元

和常规元之 间的协调
,

计算了有限尺寸板复合型弯曲应力强度因子
,

并对 板若

干力学特性进行了讨论分析
。

二
、

有限元基本公式的建立

考虑含半无限穿透裂纹的平板
,

取裂纹尖端为坐标原点
,

见图
。

当采用

理论时
,

以三个广义位移讥
,

今
,

和 功 表示的基本方程为 〔”〕

。

会
生 十一

亏生 瓮寥拼韶 恶
十 ‘

器
一

叼
一 ”

。 止告上 荟粉
十

气斗 鲁 令
十

带
一 、
今

一 。

汀三兰二些二兰竺 丛勺 ”
’

夕‘ 。

邓
二 汕

。

、
一

一
,十 尸 二

年 月 日收到
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冲
二 ,

币是变形前垂直中面法线的转角
, 功 为挠度

。

万灭万二平了为抗弯刚度

一

牛 为抗剪刚度

裂纹面边界条件为

。 士 二 , 。

汀
, 。 。

文献 〔 〕用特征函数展开方法
,

给出了裂

纹尖端应力应变场包括
, ,

型 的 一 般
图 含半无限裂纹的受弯平板

解
。

我们截取前若干项作为裂纹尖端奇异元内部应力场的模式
。

二 尸日

从公式 可 以获得边界力的表达式

日

假定边界位移为

式中 为奇异元 内部应力场
,

为边界力
, 卜为假定的边界位移

,

为广义位移列向量
。

若记 口犷
。

为全部边界
, 。

为应力已知边界
,

为〔’〕

日为广义力 列 向量
,

则修正余能原理表达

、、,尹、,
苦

、产、,了、,产、少、

,
了‘、了口、
岁尸、了‘、‘、了、尹卜、了几、“一军

。

十
, , 冷 ,

一
“犷一

丁
。 , 了一“

丁
,

于,一“

将式
,

式
,

式 代入式 中得

。‘

一 又 令
·
二卜日

·。。 、
‘ 曰 、 乙

式中

对 日
,

变分得

所以

一
,

尸

‘ 一 「
,

刁厂 ,

口一
。 。

了 “

日一

日
一 ,

命
于是式 可改写为 以下形式

·

一 习
二 。 。二

、
一万一 一

八 一 叼
一

乙

式中
了 一

便是应力杂交元的单元刚度矩阵
。

常规单元采用八节点退化等参厚壳元
,

其刚度矩阵形成详见文献 〔 〕
。
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三
、

数 值 计 算

为了验证计算模型的精确性和有限元程序的正确性
,

首先将计算结果和已有结果作

一比较
。

无裂纹板的弯曲

为了检验本文采用的八节点退化等参厚壳元的计算精度
,

并确认其作为断裂分析中

的常规单元的可靠性
,

首先对无裂纹板弯曲进行计算校核
。

本文计算了四边简支板以及

对边简支
、

对边固支板在均布荷载下的挠度和内力
。 ,

在本文计算例子中
,

挠度和 内力与

理论解〔 〕相比
,

相对误差均不超过 肠
。

含裂纹无限大板受均匀扭矩作用

用积分变换研究了这个问题〔‘ 〕,

根据积分方程数值解给出了无

量纲应力强度因子的数值
。

,

、矛、几几﹃,土山
户、、

一一几顶一一 丫
一

一

么 杯 辰石一

式中
,

, 分别为 型
,

型 应 力强

度 因子的最大值
。

其中
,

型应力强度因子最大值

发生在板上下边缘
,

型应力强度因子最大值发生

〕〕

冬飞飞
厂厂厂一一一一

图 含裂纹板受均匀扭矩作用

在截面中部
。

气
、

存 分别为 型
,

型无量纲应力强度因子
,

此时 为扭矩
。

为了模拟无限大板的情况
,

板的长度要取得足够大
。

本文取为 为板的

半长
,

为裂纹半长
,

选择了 一
、 、 、

几种板进行数值计算
,

并与

无限大板的解答进行比较〔 〕,

计算简 图如图 所示
,

计算结果列于表
。

表 不 同 值时无量纲应力强度 因子

本文 禁 相差 本文 享越
〔

相差 本文 耙 相差

裔 。
’

一 一

。

竺
。

一
。

一 卜哭
。

一
。

一 一

赞
。

一
。

一 一“

为 一
·

” 一
·

” ”
·

”黝 一
·

” 一 ” ”
·

”为 一 。
·

”吕 一
·

‘
·

有限尺寸板的应力强度因子

为了探讨有限尺寸板在不 同板厚
、

不 同板宽时应力强度因子的变化
,

本文计算了板

宽比 范围内几种情况下应力强度因子的数值
。

计算结果见表
、

表

和图
、

图
。

在图 和图 中
,

纵坐标均取无量纲应力强度因子 杯而
“ ,

即 。

型有限尺寸板应力强度因子与 板在尺寸无限大时应力强度 因子的比值
。

图

和图 分别表示 贾型和 班型无量纲应 力 强 度 因 子 随 和 的 变 化规律
。
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表 型应力强度因子有限尺寸效应

九 左 九飞

’ ,

注 为霭表 示无限大板时 的值
。

图 本文计算结果与积分方程解的比较

无限大板情况

图 应力强度因子随板厚
、

板宽

的变化规律

表 型应力强度因子有限尺寸效应

人 了
。

·

“
·

“

一

一

一

一

一

一
,

一

一

注 成 表示无限 大板时‘ 的值
。
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如果将不 同板宽时 型板应力强度 因子分别除以 型板尺寸无限大时

应力强度因子
,

就得到 型板的有限尺寸效应系数
,

如图
,

图 所示
。

可以看出
,

对于各种 。 的板
,

当 。 增大时
,

对于 和尤 , 的有限尺寸效应系数均随 之 增 大
,

但在 一 之 间有一个平 缓 的

区段
,

当 之后
,

有限尺寸效应

系数才增大比较明显
。

这与对称 工型情况

下 的 有 限 尺 寸 效应系数的性态是不

同的‘ , , 。

‘笙
厂

, 弓, , ,

,
‘

二

’

厂
“
「

’

“

「
‘

。

「
‘

竿
‘

石

卜
一 。 。, 。 。。

, , ,

么 犷
’

、

「 厂
刀 户
犷

拼厂毛三
‘

严井二于二

舜

一一铂﹄,“
印打一一︸产了︸目︸

口牛,︸︸

型应力强度因子的有限尺寸效应 图 型应力强度因子的有效尺寸效应

例图

四
、

结 论

用杂交法构造奇异单元
,

解决了奇异元和常规元之 间协调问题
,

因 而 是板壳弯

曲断裂分析的有效途径
。

文献 〔
、

〕提出的裂纹尖端应力应变场的一般解
,

为构造应

力杂交元的内部应力场提供较好的力学基础
。

、

本文用 的板模拟无限大板的情况
,

计算了无量纲应力强度 因子与

的关系曲线
。

计算结果表明
,

本文的有限元解与文献 〔 〕的积分方程 数 值 解 十 分 接

近
,

这说明本文的方法有较好的计算精度
。

为了提高复合型弯 曲断裂参量的计算精度
,

必须提高板壳有限元计算中 剪 力的

计算精度
,

以及采用更精确的位移模式 或应力模式 为裂纹尖端单元的模式并解决单

元的协调问题
。

本文提出的方法被证明是进行复合型断裂问题分析的有效方法
。

本文探讨了有限尺寸板受均匀扭矩作用时应力强度 因子尤
,

随 的变化
。

随着 增大
,

对于 和
,

均 同时增大
。

当 时
,

增加 比较 平 缓
,

和

分别比无限大板的相应值增加 一 肠左右
。

仅当 时
,

应力强度 因 子 才

有较显著增加
。

对于 较小的情况
,

即裂纹短而板较厚的情况
,

随着 增大应力

强度因子增加更多一些
。

对于均匀受扭情况
,

奇异元最佳尺寸约在 一 。
,

〔
, 八〕

。、 。 ,

其中 〔
, 〕。。

表示裂纹半长 “ 与板厚 中最小者
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