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的轴对称失稳问题
’
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中国科学院力学研究所
,

年 月 日收到

摘 要

本文在文献【 的基础上
,

用严格的方法求解两端简支的夹层圆柱壳在均匀轴压下的轴对称失
稳问题 内

、

外表层很薄弹性模量又大
,

按薄壳理论处理 夹心较厚弹性模量又相 当小
,

横 向 剪
切变形的影响必须考虑

,

在研究夹层壳的整体失稳尤其是局部失稳时
,

横向的拉伸和压 缩 变形也

不可忽略
,

用数学弹性力学的方法处理 本文导得了可求解轴对称整体失稳和局部失稳临 界 载荷
的超越方程

,

用数值计算的方法可算得临界载荷的最小值 对于整体失稳的情况
,

给出 算 例
,

与

夹层壳理论的解作了比较

一
、

引 言

夹层结构具有重量轻
、

刚度大等优点
,

已得到广泛的应用
。

近二
、

三十年来
,

在板壳理

论的基础上
,

采用各种简化假定
,

发展了夹层板壳理论 对于表板
,

都采用克希荷夫假定

对于夹心
,

变形前中面的法线
,

变形后 虽不再是法线
,

仍假定为一直线 此外
,

还有各种假

定 有的理论单独或同时假定
, 二 , 二 二 , 二 ,

有的不作这些假定 其中
, 二 为法

线方向
,

和 , 在板壳的中面上 采用夹层板壳理论
,

已得到可供设计应用 的结果 但是夹层

板壳理论的解与弹性力学的解相比具有多少误差
,

这是理论工作者所关心的问题 用数学弹

性力学的方法
,

严格而又正确地求解夹层板壳的稳定问题
,

这是一个复杂而又重要的课题
,

至今还未见到这方面的文献
。

因此本文用严格的方法对这个问题进行研究
,

用算例将夹层壳

理论所得的结果与严格解作比较
,

考察夹层壳理论的可靠性
,

具有重要的理论意 义和一定的

实际意义

本文对夹层壳的内
、

外表层采用克希荷夫假定
,

按板壳理论处理 在文献 【 〕中用数学

弹性力学的方法解决了单层圆柱壳在轴压下的轴对称失稳问题
。

算例表明
,

采用板壳理论与

按数学弹性力学方法算得的临界载荷相比
,

误差小于 肠 夹层圆柱壳内
、

外表层的厚度要

比上述算例 中的单层壳小得多
,

因此对表层壳采用克希荷夫假定
,

仅带来千分之一左右的误

差
,

已足够精确
。

对于夹心
,

本文考虑了失稳前在夹心中的应力
,

严格按照数学弹性力学的

井 郭仲衡推荐
。
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方法处理 考虑了夹心在沿厚度方向的压缩
、

拉伸和剪切变形
,

可以求解整体失稳和局部失

稳的临界载荷 假定三层都是各向同性材料
,

泊桑比相同 导得了可求解不 同材料不 等 厚度

的表层与软
、

硬夹心的夹层圆柱壳在轴压下轴对称整体失稳和局部失稳临界载 荷 的 超 越方

程 用数值计算的方法可算得临界载荷的最小值
,

与夹心采用横向不可压缩假定的夹层壳理

论算得的整体失稳临界载荷作了比较 对于表层壳材料相同厚度相等的情况
,

通过算例与考

虑夹心的横向拉伸
、

压缩和剪切变形的夹层壳理论算得的整体失稳临界载荷作了 比较

除特别说明外
,

本文所用的符号与文献【 相同

二
、

基 本 方 程

在失稳前的平衡位置
,

三层壳的应力和位移分 量 中
,

衅 衅 衅 , 端 二衅
,

其余

的量为

内层壳

吐一 ,
“ , 一 货一 ”一 聋

·

户

尸尸尸 , 卜卜
洲洲洲

万万
人人人人人人人人人 尸

曰 人

’

」」」
日日日日日

一一一一一 , 刃一一 州州州州州
一一 一舀 一一一一比比

’

」」

外层壳

梦 ,

力
。

兰 一
,

衅 户
‘

, 衅 一 戴
一 之

夹心壳

。

鲜 一 , “ 子二 , “ 一它
一

由于轴向应变相同
,

所以

夕、 鱼 卫
一 一

设 , , , , , 价 分别为内外表层壳中面上从失稳前的平衡位置到失稳后的平衡位置

的附加位移分量 , ,

为附 加应力分量
一 , 一 , , , , 一 , , 和

, , 一 , , , , 一

分 别

为 ‘ ,

处的应力 , ,

为内外表层壳中面的半径 由壳体微元的平衡条件
,

可得

下列求解稳定问题的平衡方程

内层壳
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口
, ,

, 十
口之

么

之

二 ,

一
口

日 铆 弃
’

〕
, “,

金
乙犷儿,土

了‘、‘、

一 , , , , 一 揉 、 ’, 一 ,

、行,、‘巨

外层壳

助气

一少“

, 旦少
“ 一

十

瓦
一

之

日 “

蚁
一

「‘
一

‘

圣
,

之
丛

孟

一 ‘二 ’

一
戴翎 全

·

一 一

令晶⋯一
。

对于夹心壳
,

直接引用文献 〔 中的结果
。

由文献【 中 和 式
,

对于两端简支的

夹层圆柱壳的轴对称失稳问题
, ,

可得
、、

一 〔 一 阴 , 阴 “ 一 。 〕‘ 塑癸

一 竿 卜会 , , 。 。 , , , 、。 , , 〕 , , 。 。

。 〕一 刀 厅

,

一 。 卜韵宁
’〔, ‘。 · 。 · , ,

一 蕊 亏

乙 了 宁
’

〔, ‘。

、· 。 阴 ·

卜 扒
。 ‘‘ · ,

一
阴 · , 明 ‘ ,一 。 。 , 〕 ‘

竿

一 竿 一
击 〔。 ‘ 阴 ,一

切 · ,“

〔。 ‘ 阴 ·

一
切 · 〕 一 阴汀

其中

孟、、声阴 一 竿
‘一

分
, 一竿

一

卜

在轴对称失稳时
,

设 内外表层中面的位移分别为

几

阴汀 力 兀之

七 一

一 ‘

坚
,

一 罕
则两端的简支条件已经满足

,

即 和 时
,
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二 ,一 令
二 一 。 一 二

一 金
二 ‘ 一 。

将 式代入 式
,

注意到 式
,

可得

弃 一 竿
一尹 。 。 了

, 月 了 , 、

二
,

’

乙订 飞、
土一 ‘过‘ , ‘ , 一 阴‘刀 ,八 ‘ 气 ‘ ,

〔 切 一 ,一
。 一 〕一 。

‘兀 一
式竿 一 一 ,

、
凡 —矛闷一

,
、 廿

,汀
, 。

自
娜

九,土‘、、

、 。 。 ·, 〕 卜 晶亨〔, 了。 仇 · 、。 ·,

一

二〔 ‘ 川 一

一 ‘ 一 ‘ 一

一
阴 一 , 〕

汀

「卜 晶
。 ‘ 一卜 ‘一晶

一 ,

阴 ‘ 一 ,一
一

小
一

众
一

卜一

哈
’ , 一 。

在 和 式中消去 可得

宁
‘一 , “ 件梦

’

贫
· , 一 卜杏空〔, ‘。 ·

、。 · 〕 卜 鑫啥
’

〔, , 。 。 · 。 、。 · , 〕

一

二「从 ‘ 工一 一 。 ‘ 一 。 ‘ 阴 一

一
阴 一

弃
, 一

借
优
了 一

晶
切 ‘ 阴 一 ,一 ‘一

易
川 一 ,

。 一 。 。

〕
一 。

将 式代入 式
,

注意到 式
,

可得

刃 一 竿
一

从
‘一

晶 〔。 ‘‘ 一 ,一
一 , 〕

〔阴 ‘ 切 一 ,一 。 优 〕一 。

汀

撬
一

一弃吧
一 卜岁

兀

〔
。

口九︸‘、、

二
。 阴 · 〕 卜会

一

个
’

〔, , 。 。 · 。 、。 · 〕

一

六
〔阴 ‘ 一 ,一

阴 一 , 切 ‘‘。 一

一
一 〕

兀

〔卜
一

会
‘‘ 一 ,一

一飞 矛气

若甘

一 ‘ ’
一

十
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二
, 、

丫
, , ‘ , 、 么兀 。

。 ,

且
, , 。 , ,

一 。 , , , , , ,

卜一 髻 一 竺二厂
, ,

’‘ ’

一 “ ’ 、 ’‘ ’ ’ “ , “ 工 ‘ 少 一 , 一 “

在 和 式中消去 可得

吧
一 , 、

啥
“

今 卜岁啥
’

〔 ‘。 一 ,

、。 · 〕 卜 晶啥「, , 。 。 · 。 、。 · 〕

一 〔阴 ‘ 一 ,一
川 , 勿 ‘ 阴 一 ,一

一 , 〕

万 十
八

汀

「卜论
阴 , ‘ 一 ,一 ‘一矗

阴 ‘ 一 ,

、 。 , , 阴 ,

一 、 明 ·

〕于
一 。

在 和 式中

一 ,

竺
, ,

万 帐
一 一迄

,

一 毛
内外层壳在采用克希荷夫假定时

,

, , , 。 , , , 。二

可得

一 主 “ 之

一
口“ ,

,

气材 , 一 材 , , 一 , 一

篇
‘

在夹心壳和内外层壳的联接处即 , , ,

处
,

有相同的位移
,

由
、

、

和 式分别可得
, , , 一 。 。 阴 一 , ,

、

和

吮一“

一

一

借竿
一

竿
一

‘一澄
一

〔 ‘。‘ 一 , ” 。 优 一 ’〕

〔 ‘· 阴 ,
。

〕

, , , 一 。 , , , 明 一 。

一借华 竿 卜若〔, , , 。 · 、
。 川 · 〕

〔 ‘。

,
。

〕

将 代入 式得

啥
‘一 。 ”

啥 食
工 〔阴 , , , 州 ·

卜 。 , 、 。

拼 ‘‘ 一卜 。 一 卜 卜子亨〔, ‘。 。 ·,

。 · 〕 卜金
一

啥
’
〔, , 。 阴 ·, 二 。 〕

一

六〔。工 ‘ 沐 一 ,一
一 , ‘ 一 ,一

菜 阴 一 , 。
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,

。 一 言
、八 ‘

汀

卜
一

基
主‘ 一卜 ‘一

晶
一

川 一 ,

阴 么‘ ,一胡

〕卜
。

将 代入
,

式得

宁
‘ 一 , “

啥 价
么

〔。 。 ,一 爪 ,

阴 ‘ ,一 ‘切 , , 卜 夕、
,

兀

〔
。 。

“ 。
, , 万

。 。 〕

一
广厂 “ ‘ 一 ,一

一 ,
了

‘‘ 切 一 ,一
一 , 〕

。
汀

气凡 十 玄 〔卜 鑫
一

‘ 。 一 ,一 ‘一
晶

一 ,

‘ 阴 ,一切 。

〕
一 。

由
、

和 式消去 和 后可得

兀 八
, , , 、 ,

‘

阴 ,丑 , ‘气阴 , , 一 ‘万‘八 , ‘ , 阴 丑 , “协 ‘

‘、

一 , 。 一
仇 兀

卜冬〔 ‘。
, “ 。

‘从 一 ’〕

〔“ ‘。‘ 护一 。 一 〕

了 卜 会〔价 “ ‘ 阴 一

一 。 、 。 , , 〔。 、 , , , 一 。 优 〕一 。

、

和 式消去
, 和 后可得

弃啥
·

〔优 ‘ 一 ,一
一 , ‘ 一 ’

一 。 , 一
兀 了

,

、
。 , ‘ 、 。 二

, 、

认 一百 八‘ 、 ‘ , 十 ‘八 、 ‘

「 ‘。 一 ,
。 一 , 〕一

从义 卜 矗 〔 ‘ ·

一 阴 , 〕 〔拼 “ ‘解 一 ,一 。 一 。

、 、

和 整理后可得
‘ 二

通 ‘ 二

, ‘

‘ ‘ 一 月 一‘ 二
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在 式中

、,矛曰工,

一

书乡一
”

含
’

誉 卜一

今
, 〕

, 阴 ·,

一

贸
要
卜子 , 。 。

一〔节
一

空誓
一

卜一

留
、 ·

一

赞 卜子、
。 , ,

一

贵一啥
’ 一

譬 卜一

普
‘ 仇 ,一 一

会势
, 。 ·

‘

一〔
一

贵一塑
梦兰誉 卜一

普
·

卜劣癸
。 · 〕

一

〔瓷
一

空等
一 卜一尸头

之 」
, 切 ·

一

寰丛 卜子
。 , ·

一 会 哗普
一 卜一尸气

夕 〕、
, ·

弓冷
几

卜子、。 。

一
〔书

一

咒
“ ’ 一

替
一 卜一

普〕
, 明 · 一 寰

” , 。 脚 ·

尸 ’

一区聋
十

叮
一

誓
一 一“ 一沪

贾卜
一卜 烹少

、。 仍 ·

二 一
啥

‘ 一 ,

嗯 梦 备 黔
一 一

啥
’

髻冲
阴

一 , 一会号黯
, 。 , ·

一〔州
一 ”

啥
“

争华会 含
一

食一啥竺笼
一

〕兀 ‘二 卜 一韵牛淤了
。

呷

一

空
一 , ”

啥
’

今
’

韶
一

乌
一

会
一

啥
’

等
一

」
‘ 一

一 ‘一蚤
一

咒冷
, 。 ·

凡 一 叮
一

空 铃会
一 十

黔
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一

资一喇 髻
一

卜 一劲不汾“
。 切

二‘ 一

降吧
一 “

叮 赞翁
一

争 贷 吧普小
沉

卜岁件淤
‘· 一

凡 一「从啥全一九“

啥
’

赞 韶
一

一

食
哗子 二 ·

卜着睽
。 一 ,

一 几空
一九凡喇

十

韧今备
一

争食
一

啥
“

夸小 司

卜
一

易
一

留
一‘。

‘ 一 ,

一 宁
‘一 , “

叮 鸽争韶
一

聋
一

要 啥
’

潜
一 ‘ 一 ,

一 鑫 冷
。 。耐

在 式中
,

待定常数具有非零解的条件为

“时“
尸,

。

。

‘ 一

尸尸

由此式可通过试算求解临界应力
,

九 和
。

由于行列式中的每一个元素都相当复杂
,

待求的临界应力 和失稳时在轴向形成的半波

数 都包含在贝塞尔函数中
,

因此 式是一个超越方程 要从 式导得临界应力的

显式非常困难 为此需要用计算机进行数值计算
,

求解临界应力的最小值 用夹层壳理论可

比较方便地求得夹层圆柱壳在均匀轴压下轴对称整体失稳时的临界载荷与相应的半波数 由

此近似解出发
,

取一系列的试算值
,

代入 式
,

可求得整体失稳时临界应力的最小值

当夹心的弹性模量
、

剪切模量较大而厚度不大时
,

整体失稳的临界载荷总是小于局部失稳的

临界载荷
,

因而不必计算局部失稳的临界载荷 当夹心的弹性模量
、

剪切模量较小而厚度较

大时
,

局部失稳的临界载荷可小于整体失稳的临界载荷 由 式也可通过试算求得轴对

称局部失稳时的临界载荷
,

这在下一节中讨论 有了临界应力的精确解和相应的半波数
,

要判别究竟是整体失稳还是局部失稳的临界应力
,

则 可 由 式算 得 几
, ,

,

由 式
,

当 。 时
, 。 ,

的最大值为
, , 。 一 , , 。 。 。 一 , 。

再由 和 式
,

当 二 和 时
, 。 ,

的最大值为
, 和 如叮 和 , 或 属同一量

级
,

则求得的是整体失稳的临界应力 , 如‘远小于 或
,

这里指绝对值
,

则求得的是

局部失稳的临界应力
。
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三
、

夹 层 壳 理 论 的 解

对于两端简支不对称构造 两表层材料不 同
,

厚度不等
,

即 , 今
,

人, 今凡 的横

观各向同性夹心 厚度为 的夹层圆柱壳在轴压下轴对称失稳时 ,

如夹心沿厚 度方 向不可

压缩
,

由文献【 〕 式可得整体失稳临界载荷 的算式

二 ‘ 一
、 段

人

护
篷合 刀 “ ,

禅黔

、、了,,一 , 一

竿
刀

,

等
一

刀 督
一 一

号
。 , 。一

,

一
奋

“ ” “

刀
, 刀

。

一

兀

一

, 。

万
。

—
竺 气

。

一
“ ‘

。

全
一 , ’ 二

峨
一

’ 刀“
工一

, , ,

⋯进行试算
,

可求得 、 。

中娜其由

当夹心沿厚度方向的剪切模量很大
,

可采用克希荷夫假定时
, 。 ”

,

由 式可得

二 ‘

, 一

由
一

爵
一 , 可得

卿一

筑吞份斌、 含
,

、 ‘ 二 矛
, 一 , 。 ‘ 〕去

、

一

当夹心沿厚度方向的剪切模量较小时
,

则 式中
,

地求得

全
一

。刀
, 。刀

,

可 近似
‘

切一

筑晶
一

一落落鬓兰
一

‘

「。 。
划 , ‘ “ 万 七 ‘七‘

气土一 ,

一

、砚且

尸一
人

十
工﹃

由 和 式
,

可确定 在上限
、

下限间一系列的整数值和 所在的范围 依次将

代入 式
,

可较快地算得整体失稳临界载荷的最小值和对应的伪值 再以 切。士 和临界

应力的 倍作为试算范围
,

代入 式
,

可求得临界应力的严格解
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对于两端简支对称构造
, 二 ,

的夹层圆柱壳在轴压下轴对称失稳时
,

设

夹心的 , , 、 、 。、 考虑夹心沿壳厚方向的拉伸
、

压缩和剪切变形
,

由文献 【 〕化简

后可得

、
,

皿

八
一一

瓷 弃口切
。

口之

弓梦一

争
”

令
十专鲁

一
。

势
刀

髻笋
十

令
。 , 一

。

势
一 。

、、户
、

、口尹

一

既尸尸饥山

少器十

金 弃

‘、
、矛才、、

那 了
、 擎、 鹭鲁 分势 “声

日田

之

在 式中
, 。。和 为夹心沿厚度方 向的弹性模量和剪切模量 此外

、、了月了、

下 气“ 十“ , “夕 几于 气“ 一“

“
,

切
一

、“ 护 “ ,
, , 一

合
。

一
一 ,

一
川
一

’一一

二

一一一

由 和 式得

协兀之 门
。

沉兀
。 七 犷“ 一 一 , 夕 七 玉“

丁
一 ‘

竿
, 。 , 一 , ‘

坚
其中

全 乡
一

么 ,

一
合

一

孟
,

卜合
一

将
,

代入 式
,

消去 全后可得
。

、、

八

“ , “ 十给
尸粼 一 。

尸
怀 措

一 。
,

尸粼 二 。

卜

、、几
﹄其中

傀鱼 吧
一 尸

一
‘乒

” 汀

阴 汀 刀
一

一

”

汀 ,

。

一
么

兀么

阴 兀
二 忐

。一 十

蹂忘
兀 , 一 、十 、

会 森
。

一
。 兀

么
、二

么 ’

明兀
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在 式中
,

全
,

全和 穿具有非零解的条件为

。 一

八十
一

豆刀
一 厂

。 旦

八十 厄万

。 ,

化简后得
。

器
“十 。 一

影
“ 卫。一 ”

其中
。一 一 , 一 。

。二 。 一 一

竺
, 。

, ,

一 一 一

劝 沙
, 一厂 ”土 厂 百一 厂 厂 。

由 和
,

可以发现
。 为负值

,

因此为了求得 翌的最小值
,

式 中 的

根号前只能取减号 取 二
, , ,

⋯进行试算
,

可求得临界载荷的最小值 为了较快地求

得计算结果
,

讨论下列情况
。

当
,

则 。 ,

由
、

式可得

、卜 。

笑一 一

丫 汀 群 粤
兀

。

协 兀

与 式当 , , 么 , 。 时所得结果实质上完全相同 当
,

汀

“ 得

二 一 。十

气‘
一

月
一

可得

︸
、,

飞
丁 业一 , ,

「
一

气
“

对于 , 较小的情况
,

由 式的第一式可得

扭 二二 一
汀

一 , “

刀尸

由 和 的式可以确定 的上
、

下限的整数值 依次将。代 入 式
,

可较快地算

得 。。 时夹层圆柱壳轴对称整体失稳时临界载荷的最小值和相应的 。

值 再以 。。士 和临

界应力的 倍作为试算范围
,

代入 式
,

可求得临界应力的严格解
。

当夹心很弱
, 。 、 、 时

,

夹层圆柱壳将退化为二个独立的圆柱壳
,

失稳时
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陵一
一一

涪一王 震 鸣 戴

阴 一

筑尽摄户〕去
,

, 一 塑货厂少’〕‘

以 式算得的半波数和临界应力作为参考数据
,

代入 式进行试算
,

可求得夹层圆

柱壳在局部失稳时临界应力的严格解
。

四
、

算 例 和 讨 论

算例 对于对称构造
, 二凡 的夹层 圆柱壳在轴压下轴对称失稳时

,

已知数据

由表 给出
,

其中 由夹层壳理论的 式
,

可算得
。

和失稳时的半波数。

由另一种夹层壳理论的 式
,

也可算得 和娜 以 式所得的 和 作为参考值
,

由 式进行多次试算
,

可求得临 界应力和失稳时 的半波数 。 ,

为了和夹层壳理论算得的

结果作比较
,

将临界应力也折算成
。

计算结果见表

表

算例 二 ,

⋯竺哩
尸

一吮合八,白‘乙
︸

︷﹂一

厄少牲
一 ⋯月

一
· 「

表

按 式的近似解 按 式的近似解
算 例

严 格
万

。

一
一 了

。 ’ 。 误差 形 误差 形

一

一

介卜二门‘儿只

一
一

一

、、,
‘、少,曰口

产、了、了口、

讨论 按 式求临界应力的严格解
,

比按夹层壳理论的 和 式求临

界载荷的近似解的计算工作量要大得多 算例表明
,

能按 式求得临界应力的严格解

夹层壳的夹心严格按数学弹性力学方法处理 不引入任何假定 求解稳定问题的工作
,

由于

难度较大
,

目前尚未见到 因此本文的工作具有理论意义 按夹层壳理论的 式求

得临界载荷的近似解
,

因为引入 了 “ 的假定
,

应该比严格解大些 按 式求得的

近似解
,

因为引入 了
二 , 二 , 。的假定

,

应该比严格解小些 算例基本上反映 了这种

论断 在算例 中
,

由于夹层壳壳厚和半径 之比达到
,

属于厚 壳
,

而 式是

按薄壳理论导得的
,

按 式求得的近似解大于严格解
,

可能与这个因素有关 本文的少

数算例表明
, 。

的近似解和严格解相比
,

误差都不大
,

半波数 也很接近
,

说 明 按夹层壳

理论算得的结果是相当精确的 因此本文所作的这种比较具有一定的实际意义
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