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三维简化 一 方程的最优形式

王 汝 权
中国科学院计算中心

高 智
中国科学院力学研究所

引 言

最近十多年
,

简化 方程 以下记为 的研究和计算有长足进展
￡’· ’。

由于在

方程组中对粘性项的取舍不 同
,

因而有几种不 同的简化 方程组
〔’, ’ ,

究竟哪种形式更

合理
,

是需进一步探讨的一个问题
。

文献〔二利用原始 方程及三种不 同的简化 方程

组
,

对球的超音速绕流数值试验表明
,

其效果是不一样的
。

文献〔 〕也指出
,

如果 方程

组的形式选择不 当
,

会带来不可忽略的误差
。

从二维研究不难看出
,

目前广泛采用的三

维 方程即粘性激波层方程组
「‘了

及抛物化 方程组
仁 ’,

都不是最合理

的简化形式
。

本文提出三维 方程组的一种最好形式
,

称为修正 的 方 程 组 记

为
,

并论证它的合理性及精确度
。

一
、

方程的简化形式

文献〔 〕对现有的三种二维 方程组作了比较
,

假定无粘项 相 同
,

而 粘性项量

阶按小参数 。二 。一 ‘ ’

代表来流的雷诺数 估计
。

根据保留粘性项的不同
,

可分为 四

种形式 组 为完全 方程
,

组 为粘性项保留到 约量阶的方程
,

组 为粘性项保

留到 量阶的方程 即
,

组 为组 中法向动量方程只留下无粘项的 方 程 即
。

文献〔 〕用以上四组方程计算了球的超音速绕流流场
。

主要结论是 在 高 马 赫

数及低雷诺数 最低为
’

或高雷诺数和低马赫数条件下
,

组 的数值结 果 与 组 即

方程 的解相差很大
,

壁面热流的误差可高达 , 而组 和组 都能较好地 逼 近

方程 组 的解
,

它们的数值误差不超过
。

此外
,

文献〔 〕研究了不可 压 二 维

驻点流
,

其结果迸一步表明
,

组 的精确解与 方程的精确解是一致的
,

而组 原则

上不适用于驻点流
,

它给出的压力有 的相对误差
。

这与简化 方程的前提
,

即

流场中存在一主流方向是相符的
。

以上研究表明
,

粘性项保留到 。 量阶的方程组 组

且 是最合理的形式
。

本文于 年 月 日收到
, 犷卜 日 次到修改稿

。
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二
、

简化方程的推导原则

用不同的方法 〔, 一 日

推导简化 方程
,

所得到的方程组也不相 同
,

这与推导原则有

关
。

文献〔 〕提出的两层近似分析思想是比较合理的
,

它将计算区域分为内 层 粘流 层

及外层 无粘流层
,

并对内
、

外两层分别作量阶估计
,

然后在两层的交界线 面 上使偏

微分方程组能够光滑地联结 见图
。

同时证明
,

按 的边界层理 论
,

保 留 到
。 量阶项的内层方程组 能光滑过渡为欧拉方程

,

就是满足上述要求的方程 组
,

即

图 两层模型示意图

三维流动问题应是同样适用的
。

本文的分析
,

为本文所指的简化 方程组的合 理 形

式
,

此结论与文献 〔 〕的数值结果是一致

的
。

对不可压三维驻点附近和旋转园盘附

近的流动
,

文献〔 〕求得形式 的 方 程组

的精确解与完全 方程的精确解是一致

的
。

由此得出
,

从二维间题分 析 得 到 的

方程组的简化原则及其推导 方 法
,

对

也证明了这一点
。

三
、

修正的抛物化 方程

在工程应用中
,

三维流场的计算是更为人们关心的
,

自然要考虑使用最合理的简化

方程
。

然而
,

目前通用的两组方程 舒’
一

并不是最合理的
。

第一组为三维粘性激波层 方

程
,

它可以看成二维方程 的推广
。

其缺点是周向的扩散项被略去
,

对大攻角或出现大

范围侧向分离流时是不适应的 〔‘飞。

第二组称三维抛物化 方程
‘ , 了 ,

它虽然保留 了 周

向扩散项
,

但其粘性项只保留 量阶项
,

即相 当于二维情形的方程组
。

文献〔 〕指

出
,

这类方程组在某些来流条件下
,

它的解与 方程的解误差很大
。

因此
。

对三维流

动仍按两层模型分析是比较合理的 见图 、。

我们将以它 为 根 据 来 导 出 方程

组
。

设 二
、 、

切 分别代表边界层坐标系的三个分量 图
, 、 、

田 为相应的速度分量
,

而 几
、 、

“
、

几分别代表密度
、

压力
、

温度
、

粘性系数及导热系数
。

各量的无量 纲

因子对应如下
二 、

夕
、

一 物体特征长度
“ 、 口 、

阴一 来流速度

〕 户“

户一户、 厂立
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特 匀 丁讨维简化
‘

石 一 。 方程的最优形式

, 一厂封 , , 为定压比热

召 召
。

之 之
,

枯畏

无枯层
一 , 产 一 菇性层

护
口 ‘口 户

一
、

尹代
帖性心

一夹科卡
二 生

‘厂 义飞若架沈
甲 竺

图 三维流两层模型截面国 图 边界层座标系

在此情形下
,

对三维 忍方程可用
一

下列量级估计

外层 无粘流

一
, 夕 、 , 切一

“ 一 厂
, 刀一 犷 , 田一 犷

内层 粘性流
义 ,

, 一 。 , 切一 。

一 子厂
, 口一 。厂

, 泌 己

不失一般性
,

本文只对球
一

锥绕流情形写出 方程组

妞 兰 十 鱼少世艺
戈 口夕

口 田

卯

户“ 己“

一二 , 二 一丈 一一 产 夫少以
一 、 一

月 戈
‘

夕

户切 “ ,

付一

一
一 又一一 布 一 于 导

犷 尹 月
韶口 一

—
一

切
一

十

一月口
﹄

一

召

厂了苦、

一,
口万

一十 孚石二 立 土 旦竺 、
甲 、 卯

,些夕
一

丫李
一

夕

召

夕

“一万一

妙一匆夕些
一

—
户脚

一

十
一

一
竺甲。一

、

一卜创也。

一奋命
。

备
一
卜

一

簇
一

别
一

梦一豁
一

才
立

‘

丝、
《

坤
‘

卯

了名

十 一汽

丫, 护
‘ 万

十

命副
。

备

命铡
。· ‘ ,
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“ 切

劣

乙口

寸
一

口 一万一一 寸

夕

切 口 口

沪

十 一

厂竺
。 口

一

卜。 。 的 上 切

。

。 、 口 、 了“ 、
一 气拼 茸

一

十 几二万
一下 味 一 拼 一万

一 十
一

石 一 下一 、一二 一火

夕 夕 。兀
, 一

钾 尹 兀
。

夕 切

。
沪

、 “

拼
一 不 一 月一 乙 一下一 升 气干 一

夕
一

甲

粤一孽
一

妙琴
月 口

一

夕

旦望 了“ , ,

声

一叮 一一 、 一万下厂 又一 一 下 “ 一二丁一
口沪 月 戈 夕

、

﹁

︷沪
︸

一
、

望
,

一灭一一一 】一 石万几不 一于一 、 尸 一 灭 】 , 下 厂于玉 不 下一一 飞 升
甲 〔 厂

,

刀 夕 八
。 ‘ , 一 甲

一

。 二典
二

返
一

竺丝沐生塑 小

允
。
尸

,

月 夕

下一

夕

币 “ 了面 二 丫 “ 了 而 、
’

,
目口

一 一石一 几一又 一
一 一 示 门 一 石于一

—
一可一

一一

九
。

夕 了 扰
。 口甲

其中

。 厂 、币 让蛛
、 。

一 一
一一一

—
由 巾 粼又

拼二

尸
,

一华 为普朗特数
人

。 戈 刀

二

。 二

—从物面到对称轴的垂直距离

一

—
一

沿 二 方向的物面 曲率

劝 —物面切线与对称轴的夹角

下

—比热比

及 方程组己在文献〔 〕中详细写出
,

不再重复
。

方程 组 包 含 了

方程组并附加上 动 量阶的少数项 公式中带横扛的部份
,

但 方程 中 耗

散项 必 见公式 己简化成与三维边界层情形相同
。

此外
,

在内层方程中保留了 。’

量

阶项
’

及 切。 ,

从而能保证内层方程光滑过渡到外层方程
。

还应指出
,

推导 及 方程组的原则以及对横向运动参量的量级处理
,

都

是完全不同的
。
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四
、

方程组的精度

利用文献〔 〕中的渐近展开方法
,

可以证明
,

全流场 包括无粘流及粘性边界层 可

获得精度为 。 。一
一 ’厂 的均匀一致解

。

这里不写出全部证明过程
,

仅简述一下 证

明思路
。

假定在内层 ‘ 夕‘由 ,

方程的解可展开成 己 的幂级数

砰二一“ ‘。十 ““ “ 十 “ “‘’十
‘

” ”
‘

卜万穿丫 一
, 。十 己 曰 吮

一 一

傀 十 二
’ ’

艺厂 。

瑞
一 切 。 一

”
一 “阴

之 一

升“ ’田
, 公 ‘ ”

‘ ’ ‘

户 。 一 户、。 一

卜。 , 浮
一 ’夕、 一卜⋯ ⋯

“ 拼 一 召 。十 。拼 , ,

十 ’拼‘ 十 ⋯ ⋯

〔
, ,

少 一 夕留 。 。犷 ,

。干 ￡ ,

十 。 十 ⋯ ⋯

其中
二 , 夕 ,

岁

。
, ‘ 、

一 汀不几 一 夕又
。

岁

甲 。

艺‘ , 苦工 ‘ ’ ‘

二
,︸一

一一

一、了

︼

诸量及其相对于
、 、

少 的偏导数均为 量阶
。

把展开式 代人完全 方程组 〔, ’

比较 己 同次幂得到相应于 。 、 。‘
· ·

⋯的方程组
。

另一方面
,

在 夕 占的无粘外层内
,

方程的解又可展开成 ￡ 的下列幂级数

厂。 。 。 。 。 , 。’叽 , 一

⋯ ⋯

厂 。 犷
‘ 。 。厂

。 , 十 。 厂
己

⋯ ⋯

甜 厂 。 。
。。 田

。
十 。’叨

。

⋯ ⋯

一 户‘ 。 。 ‘ , 一

书 ￡ 。 一

卜
‘ ’ ‘

”
’

, 。 ,

叻 八 。厂
。。 , 一

。 。十 。 十 。 ‘

十 ⋯ ⋯

其中
。

川
, ‘ 。 , 。

⋯ ⋯诸量及相对于
、 。

及 甲的偏导数均为 量阶
,

将

代入 方程组
,

比较 ￡ 的同次 幂 便得到相应于 护
、

留
· ·

⋯的方程组
。

联立内
、

外层相应于 。。

的方程组将得到全流场精确到 量阶的均匀一致解

联合内
、

外层相应于
。

及 。‘

的方程组
,

则得到全流场精确到 。 量阶的均匀一

致解
。

我们再将 方程组与上述内
、

外层相应于
。

及 侧 的联合方 程 组 相

比较
,

则得下列关系式
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厂 一 。 。 三 刀
己

于
产

一
。 。 。 。

兰
。

对其他因变量
,

述不等式同样成

精度为 约量阶的均匀一致解
。

因此
,

飞,

兰口兰
, 夕全

方程组的解是通用于全流场
,

文 献
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