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断裂力学中高阶权函数的计算

李 尧 臣 王 自 强
天津理工学院 中国科学院力学研究所

前言

权函数是由 首先提 出来的
,

用它可以灵活方便地计算应力强度因子仁 后

来 等用有限单元法计算了矩形裂纹体的权函数 田 年
,

王 自强对权函数的力

学意义作了分析研究
,

并得到了无限体中含中心裂纹
,

其线 裂纹及圆弧裂纹的权函数 〔

年
,

张晓堤计算了矩形裂纹板条在不同长度的边界裂纹情况下的权函数 〔 年
,

王克仁首先推广了权函数的概念和涵义
,

分析和讨论了它们的某些性质 这也就是本

文所说的高阶权函数
,

它们可以用来计算 展开式中的各项系数 本文提供了高

阶权函数及其应用的算例
,

结果验证了高阶权函数理论的正确性

高阶权函数的定义和计算方法

设在裂纹体内无体力作用
,

且裂纹面上无荷载
,

则文献 对高阶权函数给 出如下定义
之 一

了。

评 ‘, , “ · 了“

才
、

牙翔 即为高阶权函数
,

称作它的阶
, ‘ 为 展开式中的第

余符号见文献 【 对
、 、

型裂纹问题
,

都有

项系数
,

其

刀 一 艺

代表裂纹体的应力或位移
, , 代表第

设裂纹体在状态 下的应力和位移为

, 左 ,

项特征函数所对应的应力或位移
。

、少、了,、牛
了‘、‘刀‘。 竺, 刀 一 , ,

则此情况下边界上的荷载和位移为
﹄、‘、

、、产

上上尸 ‘, 一 立 。 , 一 ,, 在 , 。

‘ ‘, 一 士 一 , 在 ,

、

多

、

⋯
‘夕

、尹型

型

式中各符号见文献 〔

设裂纹体在情况 下
, , 。

上作用有荷载 一尸 ‘, , 右‘

上的位移为 一必
‘〕,

裂纹体内的应

本文于 斗年 , 月 日收到
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力和位移可表示为

。 , 一 艺
一 , · , , ·

, ,李
, , 一 习

一 , 。 。。 。

则有高阶权函数的表达式

川
评人, 一 。 ‘, 。 , , 一 士, 、 一 , 十 艺

一 ,
, 。 ‘·

、 ·

二袅, 。一 一尸 ‘“一 二 , 一 一 士, 。 , , 一 , 。 , 一 艺
一 ,

, 。

算例

用有限单元法计算高阶权函数

利用公式
, 士, 由 匀 式给 出

,

而 中的第二项
,

即 中的 嘟 , 和 。钾则用有

了一斗

叹叹叹
辰升尸尸尸

限单元法直接算出

以单边裂纹板条为例 设 为裂纹 民度
,

砰为板条宽度
,

为板条长度 取 砰 一 气
。 一

、 、

三种情况 由于 试 样 对

称
,

可只取一半进行分析 将板条划分为 个

八结点等参元
,

共 个结点 图 在裂纹

顶端
,

设置两层奇异单元 边中结点的坐标

由下式确定 即对于内层奇异等参元

、于外层奇异等

鑫
二。 一 生 召兀十 了砚

,

斗

下 , 、 了 。 、 了 、 了 分别为裂纹顶端到 月
、 、 、

点的距离 图 然后用 点高斯积分形成单

元刚度矩阵

裂纹火瑞

口 一一

引州斗

工

图

设板条的全部边界都是
。 ,

荷载列阵为
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一
, 。

〔 ,“户 , ,‘

【 为形函数矩阵
,

为板厚
,

用三点高斯积分得到
‘

一 、, 一

粼 其涵义见公式 劝 的第一式 对 采

最后我们算出了 型和 型情况下的权函数
、

牙孙 一
, ,

⋯
,

由于

计算结果篇幅较长
,

故不在此列出了

应用高阶权函数的例子

对于 型问题
,

计算了简单拉伸 两端

二〕互止立少 杏。 个。 告
·

书丝舟建斗工干止竺斗
“ 正对称部分 反对称部分

图

受集度为 的均布荷载
,

三点弯曲 跨度为
,

跨中作用有单位力 和不对称加载三点

弯曲 对称部分
,

如图 试样的 玩 对于 型问题
,

计算了剪切 裂纹唇边作用有一对

单位剪力 和不对称加载三点弯曲 反对称部分
,

如图 的 试样的 牙 这里的 二
、

表

达成类似于应力强度因子的型式
,

即

犬
。

一 丫云
,

犬
,

为 尤蕊或 尺分

当荷载为分布力时
,

要用 把它们化为结点力 在若干个集中荷载作用的情况下
,

求
。

是很方便的
,

只要将这些集中荷载乘以作用点上对应于荷载方向的权函数
,

然后加

起来就行 了 在表 中
, 、

即为应力强度因子
,

可以看出它们和参考值都很接近
,

但 一
, 的值尚无资料可供比较

为了解决这个困难
,

从而验证权函数理论的正确性
,

我们人为地制造五种荷载情况

定义 为荷载情况号 一 卜
一

劝
,

取 展开式的系数为
, 一 占,

一

人‘ 为克朗内克尔符号 用式 计算这五种情况下的边界荷载
,

再用权函数来计算在这

些边界荷载作用下的前五项系数
,

它们应和原来的假设值相同 当取
。 时

,

计算

结果如表

表中 的情况
,

或者说 的值与原先假设的值相差较大
,

这是因为在计算时用

到了第五阶权函数及展开式的第五项生成的荷载
,

它们都与辐角 的三角函数值有关 随

着 川的增加
,

它们在边界上的振荡逐渐加快 因此
,

如果仍采用原来的积分区间和高斯

积分点
,

计算误差就会增加 预期在加密了网格以后
,

情况就会有所好转

型间题在 的情况下各系数的值均为零
,

这是因为 力 二 的缘故 此外
,
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表 用权函数计算的 尤
,

一戈 的值

价一一一一一一

裂纹

长度
。

问题

类型
荷载型式 大大

一一 亏 一

凡 , 的参考值

简单拉伸

三点弯曲

图 丁“

夕

斗

一 一

一

一 弓

一

一

少干

又弓

一 丁

一

一

斗

一 苏

一 斗

一
。

一

弓
月呀,︸,门乙勺乙一、汗,

⋯
曰勺‘连丁

剪切

图 了

简单拉伸

三点弯曲

图 丁 斗

一 一

一

一

剪切

图 沁

简单拉伸

三点弯曲

一 夕 夕

弓

斗

斗 斗 一

斗

诬

图
,

斗斗

一

一 啼 斗

一

斗

斗

。

一

一

一 斗

‘

剪切

图

,

斗

〕 一 勺

。

一 丁

弓斗

表 在人为荷载作用下展开式的前 项系数之值

问题类型 荷载情况 号 ,

丁

一

斗

一

一 斗

一

一 丁

一

斗

一

一

一

一 之

丁,

斗

勺

口

夕斗

〔〕

〔 了

月

斗

一

、

一

一

斗

斗

斗

一

石

型问题的 值与假设值偏离甚远
,

这是因为它代表刚体转动
,

实际上是个不定值
,

它对

应力毫无影响

讨论
,

有体力作用和裂纹面上有荷载时的情况

一般地说
,

如果体力可展成形如
·

了脚 的幂级数
,

裂纹面上的荷载可展成 的幂

级数
,

则易于求得各 自的特解
,

从而把问题转化为第二节中所述的情况

一种比较有意义的情况是 在裂纹尖端的某个确定的邻域内无体力作用
,

而裂纹面

上又无荷载 可设两个场
,

一个为实际可能的场
,

裂纹体 上作用有体力
,

在裂纹顶端
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的某邻域 内
,

一
, , 。

上作用有边界荷载 已 , , 。

上的位移为 叫 另一个场就是第二节

中所述的 特 殊 状 态 下 的 场 , 它 的 位 移 为
,

应力为 一 九 以裂纹尖端为圆心作

一个半径为 的小圆
,

并使 及其内部
‘

完全被包含在 内 图 钓 在 汉一 ’内应变

能有限
,

于是根据互等定理得
, 才 ,

, 、汉 。一 , 。

甲“君 “

、 入‘ ‘

、少、少
产

,、连
,叨且且了了、‘一

、 · ,“ 一 、 头了 ·‘“

由于在 ’内
,

因此
、二 , 〕、, 一 ,、 〕、,

汉 一注 ,
图

, 。

为包含在
’

内的裂纹面 图
,

因此有
, 。

凡 轰“ 一 。

于是
, ,‘ 。之“ 。 “ 。了“· , ,‘ ·、, 了“

一
‘ 之“ 一 厂 · 二 ,

当 。 , 时
, 、

可只取 式的第一项
,

又由于 和
’

由 式计算
,

即

上均无体力
,

故
、

可

己

几川
了又了吸、

形们

。

艺︺
·

艺︺

把 式的第一项和 代人 的右边
,

再利用文献 〔 中的
一 ,

得

一 。、,
, 、、, 一 。、 , 、 、, 一

,

自 只、

“ 少

最后我们得到了
, 一 、 , 、、 。二 ‘ 。 、 ,

才 与 , “

高阶权函数与特征函数的正交关系及其唯一性

上节中的后一个例子实际上已说明了这个正交关 系
,

它可用公式表示为
, 。

二 , 一二 ‘ , ‘

一 ,
·

关了‘ 一 “一

权函数的唯一性是容易证明的

为 心 设有两个权函数 尔

设有一裂纹体
, 。

上作 用着荷载
, ‘ 上的位移

及 牙我
、 ,

砰添 及 牙添
,

分别将它们代
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人 式再相减
,

得
。

一 ,尸‘“ , 。

一 详 ,
·

,‘了 一

要使上式对任意的
,

可都成立
,

就必有

轰
,

孔
,

尔 一 评 扬

高阶权函数的这些性质
,

可能在断裂力学数学理论上有 定意义
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