
第 卷 第 期

年 月

航 空 学 报

万二二天舀二共二二二屯子共二二芯于二苍二二二井二二共井二一
二 不

二 诬
不

舀 二

一
二二二二二二二

一
二

舀
二

一一
二一一一

一
尸

—
一 ———

弹塑性有限元分析的凝缩法

中国科学院力学研究所 任其全

摘 要

本文提 出了弹塑性有限元分析的一种新方法 —
“

弹塑性有限元分析的凝

缩法
” 。

按这种方法对结构进行弹塑性计算
,

与普通方法相比
,

可 以大量缩短计

算时间
,

从而取得明显的经济效益
。

一
、

引 言

在结构的弹塑性有限元分析中通常采用变刚度法 、 初应力法和初应 变 法 〔’
、

“ , 。

通过

大量实例计算表 明
,

对于复杂或大型结构无论用这三种方法中的哪一种都要花费较长的

计算时间
。

’

本文提出的
“

弹塑性有限元分析的凝缩法
”

能显著地节省机时
。

该方法的基本思想

在于
,

先用通常的变刚度法经过少量的弹塑性计算 至 增量步
,

将结构自动化分成

三个独立的 区域 只含有弹性单元的
“

弹性区
” 、

含有全部塑性单元及少量弹性单元的混

合区及
“

弹性区
”

,

与混合区交界处节点的集合 —公共区
。

由于
“

弹性区
”

的 刚度阵在

整个弹塑性计算中保持不变
,

故可以把它从整个结构中分离出去
,

而只考虑混合区
。 “

弹

性区
”

对混合区的作用以
“

等效节点力
”

的形式加在公共区的节点上
。

这样
,

弹塑性计

算的大量工作 反复形成刚度阵
,

求解方程组 只在混合区 内进行
。

对于通常的工程结

构
,

棍合区只是整个结构的一块很小的区域
。

因此
,

该方法可 以达到大幅度地减少机时

的 目的
。

按普通法及本文方法编制了两个平面三角形有限元程序
,

·

计算了若干种结构
。

结

果表 明
,

这种方法比普通算法省机时 肠以上
。

可以预计
,

这种方法的优点在 大型结构

特别是在三维弹塑性有限元计算中将更加明显
。

二
、

基 本 公 式

结构的弹塑性有限元分析的总方程为
·

吞 八

式中 为总刚度阵
, 八 为节点位移增量

, 八 为等效节点力增量
。

将方程 中的行与列 , 八 和八 的各分量按
“

弹性区
” 、

公共区及混合区的节

点各自编号顺序重新排列
,

可得与 式等价的方程

通年 月 日收到 。
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二 一 “ ‘
·

‘
·

。 · 。。 。 , 八 。 一 △ 。 “
·

, , , 八 , 八 ,

式中
, , , 。分别为

“

弹性区
” ,

公共区和混合区的刚度阵
。。 ,

, 分别为公共区对
“

弹性区
”

和混合区的贡献阵
。。

乳
,

、 孔

八
。

与八
。 , 八 。与八 。 ,

么 与八 分别为
“

弹性区
” ,

公共区及混合区节点位移

增量与等效节点力增量
。

将 式展开
。。 ·

八
。 。

·

八 。 八
,

。。 ·

△
。 。。

·

么 。 。
·

八 八 。

, 。
·

八 。 , ,
·

八 , 八 ,

由 式可得

人
。

二 二吞
·

八
。

一
。。

·

八 。

把 式代入 式中得
。。一 森

·

二套
· ·

八 。 。
·

五 , 八 。一 百。
·

落告
·

五
。

令 念二 一 乳
·

滩
·

,

八 盖二 八 。一 乱
·

石忍
·

八
,

将 式与 式联立
,

考虑到 式
、

式得

「
一 一 ‘ , ‘ ·

贬 通篇 八 七八 盖

式就是混合区对应的方程
。

实质上
,

式中的 一 乳
·

器
·

八 是
、

“

弹性区
”

对

混合区的作用
。

大部分弹塑性计算工作就是反复形成 式的系数阵及求解
。

由于 式与

式相比阶数甚小
,

所 以计算只用很少的时间
。

。。是由
“

弹性区
”

与混合区单元刚度阵中跟公共区节点相应的系数组集 聂。 ,

森

叠加而得护故有
,

二 磊。 森

于是 式可写成

赢一 森 赢一 斋
·

蕊
·

,

显然
,

式的括号部分只需计算一次
。

式的系数阵中需要反复形成的只是

。,

, 和 二

由 式的解八 , 、

八 ” 求出混合区各单元的应变
、

应力增量
,

把它们叠加到前

一级载荷下的应变
、

应力上
。

当求出混合区各单元的总应变
、

总应力及各节点的总位移

官包含了公共区节点的位移 动 之后
,

再根据下列公式求出
“

弹性区
”

节点的总位移
。

,

“ 井
。
一 ,

·

氏
式中

,

为
“

弹性区
”

的等效节点力
,
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三
、

几个主要措施

将结构划分成
“

弹性区 ” 与混合区

由于事先并不知道结构的塑性区域的确切位置和范围
,

为了划分
“

弹性区
”

与混合

区
,

采取下列办法 首先求出在全部载荷下结构各单元的弹性等效应力叮与材料屈服极

限
,

之 比的最大值
, 一 〔万呜〕。。

根据 大小
,

将全部载荷中超出弹性的部分分成

一 等份 或称增量步
,

份数随 增大而增加
,

最多不超过
。

然后对整个结构按

通常的变刚度法进行计算
,

求出结构各单元的等效应力与屈服极限之 比 几
。

我们引进一个
“

区分系数
” 。

这里
,

取 一
。

把 价加
,

的单元划归
“

弹性

区
” ,

把
,

》 的单元划归混合区
。

通过若干算例表明
,

按上述方法划分的混合区包含了结构的真实塑性区
。

结构的真实塑性区是按通常的变刚度法把全部载荷中超出弹性的部分分成 等份求

得的
。

显然
,

把这部分载荷分成 一 等份求得的塑性区及
,

与 分成 等份求得的

塑性区及 吼之间有一定的误差
。

该误差的大小取决于载荷增量的大小
。

实际 上
, “

区

分系数
”

反映了这种误差
。

对进入塑性程度不 同
,

外形不 同的几个例题计算表明
,

把

该载荷分成 份与分成 一 份的计算结果误差不超过 肠
。

塑性范围愈小这个误

差就愈小
。

本文把它取为 肠
,

由此确定 一 一 肠
。

从理论上分析这个误差很

有意义
,

但比较 困难
,

有待进一步研究
。

对
“

弹性区
”

进行校核

虽然许多实例计算表明
,

按措施
“

弹性区
”

已不含有塑性单元
,

但这毕竟没有从

理论上严格证明
。

因此
,

对
“

弹性区
”

各单元进行校核是必要的
,

其作法如下

在求
“

弹性区
”

各单元应力的同时求等效应力与屈服极限之比的最大值刀 。

若

《 则说明
“

弹性区
”

各单元的确都是弹性的
,

混合区包含了真实的塑性区
,

计算结果

正确
。

若 则说明混合区没有包含全部的塑性单元
,

计算结果不对
,

应 把 。 取 小

些 重新划分
“

弹性区
”

与混合区
。

对
“

弹性区
”

与混合区实行隔离
“

弹性区
”

与混合区应 当成 为两个独立的系统
,

通过它们交界处的节点 公共区 传

递彼此间的影响
。

为此
,

对
“

弹性区
” 、

混合区及公共区的单元和节点实行独立编号
。

把

这些工作编进程序由计算机 自动完成
。

’

实际上
,

此措施的 目的是建立 式
,

把
“

弹

性区
”

从整个结构中隔离出去
。

节省内存

在程序 中要计算 式和 式中的 品
·

及 器
·

八
。。

若直接求 器
,

则必

须以满三角形存贮 蕊的元素
。

这将大大增加对机器内存的需要量
。

为节省 内存
,

可以

不求 器
,

而把
‘。的每一列及八

。

看作以
。 。

为系数阵的方程的右端项进行求解
。

该方

程的解即为 井 △
。

和 荞
。。。

在具体求解过程中
,

为省机时
,

先把
。 。

分解
,

然后对

。的每一列及八尸 进行分解再回代
。

四
、

算 例

少下几个算例都是用平面三角形有限元在 一 机土计算的 , 在有限元网格图中黑

⋯
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色区域与斜影区域共同标示混合区
,

其他则为
“

弹性区
” 。

黑色区域表示结构的真实塑性

区
,

它是按通常的弹塑性有限元法 变刚度法 得到的
。

按本文方法也得到了与普通法

完全一致的塑性区
。

混合区 中弹性单元与塑性单元由 价 吼《 或 吸 氏 识别
。

从图

中不仅看到按本文方法求得的混合区把真实塑性区包含在内
,

而且还可看到混合区只占

整个结构的很小一部分
。

为了将本文方法与普通法 比较
,

对混合区也按变刚度法计算
,

采

用的增量步数与求真实塑性区时所用的步数相同
。

计算表明
,

用本文方法与用普通法得

到的结果完全一致 位有效数字
,

而前者所需机时却不 到后者的 肠
,

详见表
。

表 机时比较表

纹 板 裂 纹

二

形 缺

口 板

半 圆 形

缺 口 板

半 圆 形

缺 口 板 亚

涡轮盘 与

叶片接触

二

本文方法

普通算法

两 者之 比 连

注 机时单位 分钟 节点总数 ,
·

单元总数
。

除了第 个算例采取实际材料而外
,

其他各算例均用相同材料
,

其机械性质如图

所示
。

在图表中出现的 表示整个结构完全按照弹性计算时所得到的各单元等效应

力与屈服极限之比的最大值
,

它反映了结构进入塑性的程度
。

对于几何形状及载荷关于
“ 、

轴为对称的结构
,

仅计算其四分之一
。

尺寸单位为
,

板厚为
。

下面只简单

给出各算例的几何图形
、

载荷及有限元划分的示意图
。

算例 裂纹板 见图
,

才

一

下日叫上一一︸一一︸一︸一一一一

歇
擎

‘

一一
一

急一
’

卜‘
一

二匕二川
日。多匕

二

糕
。, 砧 红叹

￡

队队队
又又

甲甲甲丫丫守守八川川
队队队区区区区风风区区入入闪闪冈冈
人人人区区区区冈冈区区冈冈闪闪冈冈
区区区区区冈冈冈冈因因冈冈冈冈因因
区区区区区深深又又冈冈冈冈又又冈冈

空空白白
一 一 , 尸尸尸

川 少 冈冈冈 网网 力力
厂厂厂侧侧

尸

飞少少粉粉网网冈川川川口口夕
川川 川才少比比 ⋯川梦夕夕叼叼 川川

厂丈丈少月 沙少少属属瞬蹂尹尹冈冈 阅阅

又又又又
夕 川 沙夕夕赚赚崔然滩激激口口入川川
冈冈冈冈

尹

刁 训训以以谁酬瓢 ,,叼叼夕
一下犷
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兴兴
只 刘沐习又沐沐浏冈冈冈丫冈冈只只帐帐帐帐比比比排排升宋书书路比阮⋯⋯⋯

又又又洲洲磷熬熬撇撇歉歉拭拭
卜洲乡邻除娜娜湘狐狐书降以以生
愁书朽株料先先泛扮当当降涂次次 习习

代万

屠屠翻毅霹霹釜釜琶琶舀舀言言畜畜歉歉只只
沐沐窦葬纂纂靡靡葺葺豪豪信信籍籍只只
火火

不不协二仁门
产认 巫巫厂厂月月 卜甘卜

只只、 洲 卜全卫工
沪 卜 , 娜娜夕〔

目目目
卜卜 产 卜

帐帐帐帐粉来扮料书书书书书 映积积积
丁

裂纹尖端

图 裂纹板几何形状
、

载荷及有限元划分

几何形状 与载荷 材料机械性质 , 有限元划分 图 的空 白部分
, 图 的 空 白部分 , 图 的空 白部分 二 二

,

。 , “ 乡

,

污

算例

算例

型缺 口板 见图

半 圆形缺 口板 见图
。

︸夕

尸劝
。

二乃

才才才号号 巨⋯⋯
目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目日日日日

川川川川 川川
厂厂厂 川川

丫丫丫甲甲丫丫丫丫丫丫
冈冈冈夕夕冈冈冈冈冈冈刁刁团团刁刁团团乙乙
口口口夕夕冈冈冈冈冈冈团团团团团团冈冈刁刁

乡乡彗彗
’

蛋蛋 子子 蛋蛋多多多了了了 了了多多多 了了了了
「「 仁 ,, 【二妻妻二,, 护尸 洲产产 夕

,,

二,, 巨于于
,, 二蕊蕊奋 ,, 专户 反尸尸二竺竺二竺竺

眼眼眼长眨眨圣圣圈圈匿匿

卜‘一 了二一

厂厂
一 ’’

夕

入入入

入入入

八八

减减减

鬓鬓鬓
图 型缺 口 板的儿何 图形

、

载荷及
有限元划分

几何形状与载荷 有限元戈分
。

,

‘ , 亡

图 半圆形缺 口板 的几何形状
、

载荷及有限元划分
几何形状与载荷 , 有限元划分 二

,

, 亡
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算例 半圆形缺 口板 见图

丁“

、

三

咤夕
吕二

土
卜一一一 一 二

一一一

—一州

一一

入入入
入入入
达达达
玉玉玉 又又

又又
军军边之之目目

纂纂襄襄

月

苏 了

刁补仆

男

图 半圆形缺 口板 的几何形状
、

载荷及有限元划分

几何形状与载荷 有限元划 分 , 图 的 空 白部分
。

, ‘

,

算例 涡轮盘与叶片之间的接触
。

丫丫“ 、、

反反 冈 卜卜冈冈侧
今今

·

奥奥奥奥奥奥奥奥奥奥奥奥奥奥奥奥卜卜丈丈
成成 刘勺刘 区区卜卜卜

卜卜二二二二二二二二二二二二二二二二

卜卜卜

夕
“““““

扒扒扒

了了
不不

卜卜卜卜卜

卜卜卜卜卜

卜卜卜卜卜

朴朴朴朴朴

朴朴朴朴朴

粉粉粉粉粉

朴朴朴朴朴
朴朴朴朴朴
中中 ‘‘

争争争争争争争争争争争争争争争争力川川才冈 沙沙
,,

图 几何形状
、

荷载及有限元划分

盘 的禅槽 , 叶片禅头
。

,

, 蓝
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图 是涡轮盘与叶片连接部位的形状及受力简图
。

载荷是离心力
。

叶身对叶片的作

用以均布的表面力代替
。

涡轮盘禅槽底部近似按轴向固定位移处理
。

由于变形关于叶片

桦头及轮盘桦槽的中线对称
,

所以仅考虑各自的一半
。

采用三角形有限元
,

按平面应变问题计算
。

在桦齿部位
,

三角形网格划分的很密
。

混

合区仅仅由 个单元组成
。

参 考 文 献

〔 〕
, , , ,

〔 〕 李大潜等编 , 有限元素法续讲
,

科学 出版社
, 》。

引 厂 力、 一

卿 日 “ ”

及 ” 盆“刁

‘ 。公 , ‘

, “ ” ,

一

、

、

。

一

,

《一

·

冬 尽


