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摘 要

本文推导了三 维问题及乎面应力
、

平面应变
、

轴对称问题在任意曲线坐标

系中的弹塑性矩阵
。

由此最一般的表达式可 以方便地得到任何特定坐标系中的

弹塑性矩阵
,

供各类不 同特点问题的有限元计算时使用
。

文 中推导得到的任意曲线坐标系中的本构方程
,

也同时为曲线差分法求解

弹塑性问题提供了刚度系数显式
。

一
、

引 言

在有限元计算中
,

选择合适的坐标系能使问题处理方便
,

尤其能简单
、

严格地满足

边界条件
。

例如 发动机涡轮盘的外形
,

是沿周向呈现一定周期性的部 件
,

为 节 省 计

算
,

可只取其部分
。

这时
,

无论其沿径向分布的离心力或是满足对称边界上周向位移为

零
,

都以采用圆柱坐标为宜〔”。

对于传统的差分方法
,

人们感到最大的弱点是其在处理不规则边界 问题上的 困 难
。

由于引进了曲线坐标〔“
、“、

〕,

在这方面大大提高了它 的适应能力与使用的灵活性
。

二
、

弹塑性本构方程

塑性理论 中反映塑性应变增量与应力状态之间关系的流动法则为

康了二 入
苦 ,

其中 久为待定标量因子 为屈服函数
。

当应力有一微小增量 时
,

应变的变化假定可分为弹性 应 变 改鉴, 和 塑 性 应 变
。匀两部分

,

即

则有

式中 丑 ‘ 为四阶弹性张量
。

。 , , 。 。亨,

‘ 一 ‘,左‘ 。 , , 一 。戈
‘

将 式和 式代入下面的一致性条件 式
,

并取塑性功 砂 , 为内状态

年 月 日收到
。
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参数

求出

代入

式中

,

一 口

厂 一下犷尸了 ” 十
一 口 不厂夕 研 连

了 乏才 ,

入二
,

一一一万开下一一一一
口

。

一二二 万一石
‘ , 邢

日

。 矛声

友正 一落牙了 “ ”

日口饥

式
,

得到

“。产, 一 了, , 了 、·, 刃一以入一

器
一 一 , , 宕一 了, , ‘

一

尸 ,灸才二

‘,“

粤牛二‘,“去

‘ 左止

一旦互一 尸。之

里互一
日 云, 一 左名

环厂户

。。

一一 下二二
’

一

式即为张量形式的弹塑性本构关系
。

以下各节分别在三维及二维任意非正交曲线坐标系中推导 八‘ 的显式
。

三
、

三 维 问 题

在三维空间任意非正交 曲线虽标系中
,

对于各向同性材料

奋 互‘ 乙一呈一

一

。‘’。“‘ 。,“。’‘ 。,乙。, ,

其中 为杨氏模量 为泊桑比 了 为任意曲线坐标系中的度量张量
。

采用 屈服准则

,
,

,三专
一 一 。

其中 彩 为应力偏量
。

若以
,

表示 时刻纯拉时的屈服应力
,

则 掩

一杯

、、,了、、

定义等效应 力 。一

率而
,

当 。 。 ,

时材料进入屈服
。

犷 ‘

式亦可写成用应力表示 的形式
。 , , 、 ‘, , 止

厂 戈
一 , 佗 户

一

。“ 一万一 走 一 一下一 乏 了 一 拐“

、 ‘

由 式可得到

若用
’一 云 砂 表征塑性强化

,

口

环 户

口

九一二万 下石一

口夕夕

价

则有
云

二刃砰 二

—
月

‘

由上述各式
,

并注意到 委
,

可得到下列式子
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、、了、、了,自上‘、吸、

砂
户

仍 ”

”

之‘
一石石盔万 一乏万厂下而

了一卫兰一
一

争
。·

一十
‘ 云“

。三, 。, 。, 。,‘ 。矛,

小
, 一

击
一 亩,

。 , , , 。 。 ,

⋯
, 二二 一 上二 一 —

‘丁一

—
月

一 ‘

, 产
’、 ’

将
,

及 灼 式代入 式
,

整理后得到三维问题在任意坐标 系 中

尸讲‘ 的表达式

了夕女 介‘ ,

其中

一 ‘

尸

二 一

二 子二厂 二 了

在笛卡儿坐标系中
, ‘

‘,
一 ‘

飞
今 了

这时
,

由 式与 式可直接得到有限元计算中大家所熟悉的 三 维 弹 塑 性 矩

阵〔叼 。

式与 式是适用于任意坐标系 直线或曲线的
,

正交系或非正交系 的

最一般的表达式
,

由此可以方便地得到任意特定坐标系 中的弹塑性矩阵
。

由 巧 式可

见
,

三维问题的 尸价‘
仅与应力有关

,

而与坐标系的几何参数无关
,

所以对于所有 正 交

系与非正交系
,

其形式都与笛卡儿坐标系中的相同
。

四
、

平面应力问题

在所讨论的平面上取任意曲线坐标 犷
、

犷
,

取与该平面垂直的直线坐 标 为 护
,

并

使
。

由于是平面应力状态
,

所以
,“ 一 ,

必须注意的是 一般不等于
,

它 由下式给出

。 , , , , , , ,

一 一
’

一
‘

下 石 一 一 一 育一又 宜十 三

这样
,

屈服条件在此应写成如下形式

一 , 。 、 。 。 ,

户 李少三二一下一一 奋 争十 一二一
‘

一 尺 一
石

’

乙

其中
一
合 一下

一一 宝十

定义等效 应 力 云一

杯令
一

,

在单向拉伸 ·
卜 · , 一 。的 情 况 毛

仍有 石一
。

式同样可写成用应力逆变分量表示的屈服条件 式
,

其形式与三维 问 题

中的 式相同
,

但此时指标的取值为
, 。
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, 、 。

、
厂 义

’ ‘

夕三
’ , ‘

下 走 , 一一不一 走产 , ,一 犷 又 ,

‘

对于平面应力问题
,

其弹性系数为

介

一
〔 一

‘掩 ,‘ 夕‘,夕女‘〕

通过与三维问题类似的运算
,

可以得到适用于平面应力问题

并注意到

受 忿 一 彗 寺

的 户‘ 介‘

全‘

一
〔 一 ‘, ‘ 〕〔 一 夕壳‘ 霖 走‘ 〕

其中 一 。。 “ ”

粱 君
, 一 石

将 与 的 式运用于笛卡儿坐标
,

同样可得到有限元计算中所使用的平面应

力问题的弹塑性矩阵〔的 。

对于平面应力问题
,

夕 与所采用的坐标系几何参数有关
。

例如应用于平 面 极 坐

标时
‘ 丫 ,

这时 一 二 一 , 艺 一 , 一 一二百一
了

夕 , 夕‘, 苦今

将弹塑性本构关系 式写成矩阵形式

〔 〕
尸

则可得到平面应力问题在极坐标系中的弹塑性矩阵

〔 〕 〔 〕一 〔 〕

其中 〔 〕
一 么

么

对称
一

· ·

〔卜
· ,

艺 一

汾
艺

〕
工 · 艺

〔 〕,

一 、么 〔卜
· 艺

份
“ 艺

〕
对称

一
,

一 〔一
艺艺

一 雯

头 小

式中 受 若 多 , , 一 ,寡
, 一 石么
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五
、

平面应变问题

与平面应力问题一样
,

在所讨论的平面上取任意曲线坐标 了
,

扩
,

取与 该 平 面 垂

直的直线坐标为 丫
,

并使 块
。

由于是平面应变
,

因此
一 , 二

所 以
,

其本构方程 的形式与三维问题完全相同
,

即也为 与 式
,

只是在此指

标的取值为
, 。

将三维问题的弹塑性矩阵 〔 〕。 ,

中相应地划去三行三列
,

即得平面

应变的弹塑性矩阵
。

六
、

轴对称问题

取与轴纵剖面垂直的环向为 护坐 标
,

矿
、

护为轴纵剖面上的任意非正交 曲线坐标
。

这样

, “

由于轴对称
,

所 以位移 ““二 ,

声
。, 。一 。 一。 一 。 一 。

并有
, ,

因此将三维问题的 〔 〕,

划去相应的二行二列
,

就得到轴对称问题的弹塑性矩阵
。

切向应变 。 。
可用轴纵剖面 上的位移 “ ’

与 。“
表示

。

·

一 一 。。
⋯ 一 。 一 一 等

二 。 一

十
一

釜
一

釜
,

式中 盘 为 符号
。

七
、

弹塑性问题在任意坐标系中的差分求解方程

弹塑性问题增量形式的本构关系为

己 ‘, 一 万‘,“ 一 夕‘,“ 己。 , , 的

前面已推导得到了 ‘ “‘ 和 夕从‘

在任意坐标系中的表达式
。

将 。 式代入下面增量平衡方程
‘了 , 二

由于 ‘ 是在整个加载过程 中不变的弹性系数
,

因此可以移到微分符号外
。

在每一 步

加载过程 中
,

夕 又可视为由加载前状态决定的常量 局部线 性 化
,

这 样 夕 也 可

移到微分号外
,

即
‘, , 〔百‘, 介 , 一 ‘, 左‘ 己。 , , 〕, 刃“左‘一 ‘, 之‘ 。 , ,

以下用 “‘表示位移增量
。

利用几何关系

了一

十
。 卜 。 ,

及协变导数公式

‘ 了

左 益, ““ 】厂 了。‘ ,
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‘ 一芋气一 十 撬““

口
’

将 式展开
,

注意到其中仅 为 自由指标
‘

整理后对每个 自由指标

形式的微分方程

能得到如下

月
。 ‘ “

十
“

“

十 丑
, 一丁一下一二一下厂一
一 “

十
“么

‘ “ ” “
。

日 么

月
, , 下一 月

。

共二责 月
。

一

“
,

代 , 不 一 十 丑
。气 , 不厂 十 月

,

丫 十丑
, , “‘

二
口 一

以下讨论边界条件
,

二

了

在位移边界
。

上

在力边界
。

上

以二维问题为例
,

取边界曲线为曲线坐标 梦 图
,

则其单位外法线向量为

节 ,亏
,

互

其中

外载为

, 二
杯夕

于 寸‘

—
寸,

—
寸

丫 一 丫

式中 与 “ 分别是 于沿 矿与 犷 的物理分量
。

。, ‘

协 几
‘

一 一 一
犷

、

〔
嗯 ‘

, 价 、

一
’或

, , 卜
。,

图 受力边界

对每个加载增量
,

由式
、

及 得到

性二洲二直三 对 ‘不取和

同样

指标

利用物理关系及几何关系将 式中的应力增量用位移增量表示
。

对每个 自由

有如下形式的方程

卫件
,

其
。

黑
,

其
。“ , 。。 一 、到

一 ‘ 一 一 口 ‘ 一 口 “

与 式即为弹塑性问题在任意坐标系中
,

以位移为基本微知量的求 解 方

程
。

它为曲线差分法求解弹塑性问题提供了刚度系数显式
。

假定全场有 。个计算节点
,

对其位移边界及力边界节点分别建立 式或

式
,

内部节点建立 式 , 利用差分离散后得到 阶方程组
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〔 〕

式中〔 〕是 阶的刚度系数矩阵
,

它 由 式与 式 中各项系数组成
。

而这 些

系数都是一些代数显式
,

在弹性范围
,

仅与网格几何参数有关
,

进入塑性后
,

同时与节

点应力偏量有关
,

使 式呈现非线性
。

式的求解
,

与有限元变刚度法类同
。

弹

塑性过渡元等一些技巧
,

在此同样可运用
。

图 给出了一个初步算例 圆孔圆板的平面应力问题 的计算结果
。

其内径为
,

外径为 。 ,

载荷为
,

全盘进入塑性
。

一 有限元法计算结果
△ 曲线差分法计算结果

︵。日之之︶乞州。

材料 康镍尤

屈服应力 几 二 与 含

口 及
, ·

刀 玉 ,

。、 。二 二 。了‘ 一

分
。””‘

’ , , , , ,

一工 之 了 王

里卜‘卜胜片﹂尸﹂厂卜足厂

加
曰占,布一,古目占

图

刀

使用有限元和 曲线差分法计算得到的圆孔圆板应力分布

由于使用了任意曲线坐标
,

大大提高了传统差分法对曲线边界的适应能力
。

另一方

面
,

差分法是直接从平衡方程 出发离散
,

其系数都是代数显式
,

它不像基于变分原理 的

有限元法那样需要组装整体刚度阵过程 有时还需要数值积分 ‘“ 、

, ,

因此在刚 度 阵 的

形成上耗费的机时较省
。

在这方面差分法显示了它一定的优越性
,

尤其是对于非线性 问

题的求解
,

更有其实际意义
。

但 的 式中的 〔 〕不是对称矩阵
,

并且由于是从平衡方

程出发
,

因此涉及到高一阶导数
,

这仍是差分法的不足之处
。
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尸 丢 一

朴 泣口 口九
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夕玄 介止

一

了

, 一

二

士 一

七

一

七
‘

一
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