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问 题 的 解 答

朱 如 曾
中国科学院力学研究所 , 北京

对于充液腔体平衡转动的稳定性问题已有大量研究〔‘一 习 ,

然而由 所提出的
‘

℃

蛋 ”的稳定性问题 ’, , ,则至今尚未从流体动力学角度获得具体的解答
“ 蛋 ”没有固定点

,

但有一个单面约束面 , 因而文献【
,

对 蛋应用全

充液腔体绕定点转动的稳定性判据是错误的 如果从 州硼 的一般性定理 出发
,

则不能

得到大范围稳定性质 其次
,

对于不稳定性
,

按文献 〔 的定义
,

也只能得到关于本文 式中

的
、

内
、

、
、

丙 及
,

液体关于一个特定标架的动能 中至少一个不稳定的笼统结论
,

而得

不到究竟关于哪几个量不稳定的细致结论 为了就尽可能多样的 距离田 ,

对“

蛋 ”的平衡转动给出局部和大范围稳定性质
,

并证明竖转的 “ 山 蛋 ”将因不稳定而

趋向于横转状态
,

从 的连续系统稳定性理论出发将是方便的

一
、

问 题 的 表 述
“ 蛋 ”用在重力场中水平面 上方的 可离开 充满粘性均匀液体的光滑对称

椭球形腔体 来描写
,

如图 所示 设外壳和液体的密度分别为 和 内 ,

质盆为 和 ,

总质量为 壳体的内外表面关于中心 ’ 成透射
,

因而壳体和液体的惯量主轴重合 的长半轴为
,

两个相等的短半轴为
,

关于 ’的主转动惯量为
、

、 ,

并有 记 ’ 点到 上的动垂线足为

’’ 取如下三个直角右旋标架

固定标架
,

亡
,

,’
, , , 。 在 上

, ,

反 平

行于重力方向
,

记 。叹 衬 几

平移转动标架
‘’ , ,

式
,

式
,

它相对于标

架 有某一角速度 巩 及 ’’点沿水平方向的某一

速度 式

转子固联标架
’ , ’ ,

乙
, ,

式
, ,

式
’

与 长轴

重合 它相对于标架 的角速度
、

章动角
、

自转角

和进动角分别为
、 、

中和 叭

犬 的状态由 二 ,

二夕
, ‘ , 分 , 夕, 宕 ,

价 , 甲 , , 。‘ , 。 ,

炳
, 口 描写

,

这里 二 ,

为犬 的最

低点与 之间的距离
,

只取正实数或零
, 。 、 口 和 。 , 分别为 在标架 上的投影

, 口 是

液体相对于标架 的速度分布

本文 年 月 日收到 年 月 日收到修改稿
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尺 必须以常角速度作整体刚性运动才能无耗散
,

故求解关于刚体运动的尤拉方程得引理

引理 系统平衡运动的角速度方向只可能取如下三类 沿短 轴而 垂 直 于
,

粤 沿长轴而垂直于 汀 ,

或 , 沿长轴而平行于
, 一 , 它们都

忿‘

我们讨论角速度为 巩 钾 。的两个平衡转动轨道 竖转轨道 。 , 。, , , , , ,

一

讨

一
, 、 一

、
, , , , , 口 ,

横转轨道 ‘刀 《
, , , , , , , ,

于
, , , , 口 “

一 、
一 一

对应的初始扰动 距离 两 , 分别为 风, , 夕 ,
,

”
, 分 , 夕 , 分 ,

,沙
, 甲 ,

。 ,

一。
, 。 和 。尹一 二 , , , 。 , , , 夕 , , ,

, 一
, , , 。一 粤

, 。 , , 一丫
、

· , 一 一 一 ’

一
本文讨论 尹。 和 关于如下 距离的局部和大范围稳定性 卜

,

, , ‘ , 内 旁 , 内 夕 , ‘ 分 ,

内

,

万
, “ ·‘

一 ’口‘ ” 、 一 , , “。 ,

一 二
‘ ” “

一

, ,
,

, 一 , ,

、 一 ”

川
,

一

, 一
, 一 。沁

,

这里 ‘ 是 ”中

液体占有的空间
, 口 ,

是液体相对于标架 的速度分布

虽然本文只具体给 出关于上述 个距离的稳定性结论
,

但利用如下的引理 和
,

可以

直接写 出更多的稳定性结论 这也是本文处理方法的优点
引理 系统关于 。 和 , 渐近 稳定

,

等价于系统关于 一 了瓦不不蕊 渐近 稳

定
,

这里
, 。

和 。是任意正常数
引理 系统关于 。 一 了虱万不双万不稳定

,

等价于系统关于 。 和 , 中至少一个不

稳定

二
、

和 材 , 态的称定性结论

由于 与 间无摩擦
,

故得定理

定理 户《。 和 尸为 关于 和 脚 稳定而不渐近稳定 关于 和 , 不稳定 分和 夕守恒

于扰动初态的数值

关于标架
,

的角动量的 几分量守恒
,

故得定理

定理 。 和 尸为 关于 几
,

和
,

不渐近稳定
,

关于 , 不稳定
·

引理 对 系统的任一初态
,

沁
,

按 ’
,

及 的外壳的一切广义坐标和广义速

度而言的极限轨道是平衡转动轨道 穿
这一引理是以往关于充粘性液体腔渐近稳定性和不稳定性定理的基础

在非惯性系的标架 中观察
,

根据机械能耗散率 币的已知公式卯

, 一

邵务 器
十

黔
“ 》 。,

即得
一

主 一价《
,

十
。
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、矛︸、尹二︺月,了、了气
, , ,

、
, 一 山

’

内 山 十 一 声
一

, 合
。 。 、。 ,

一 , , , , , , , 、 , 。 、 , , ,

、 , , 、 。 , , 。
口 又 一

一

少以 一
一口少十 一 ‘ 十 」 十 二 、‘ 一 目

一

口 十 甘 ,

式中
,

是壳体关于 ’点的转动惯量张量 拌 是液体的动力粘性系数 ‘和 , ‘分别是 和 ,

在标架 上的投影 和 分别为 相对于标架 的动能和势能
,

后者由重力及惯性离心

力所引起
,

为任意常数 将 在 口 及 二 处展开
,

并调整常数 , 使 。 朴

。一 二、一 。,

得

, 川 、

「
, ,

扩 八 , ,
‘ 、 , 。

, “
’

一
丫

‘ 气气 一 十 戈‘ 一 刁 川
一 口 十 忿

“ 、‘ ‘ 」

‘

「 ‘ 、 飞 泥 、
‘ ,

二 万 一 】 口 一 卜
‘

一 二
‘ 、“ ’ ,

‘ 一

么
、 “

十 之‘

气 叹口 一 ,

‘ ,

相应地记 “ , “ , , ,

定理 横转态 关于 内
,

和
,

稳定
,

关于 沪
、

内
、

内
、

’
, 、

和
,

渐近稳定

证 式表明存在 户‘ 的邻域 对 , 梦, 户 。梦, ,

其中 ‘ 关于 梦, 和 。 , ,

正定
,

式表明 关于
。 、 。 、 、 ,

及 正定
,

故 ‘ 在 , 梦, 中关于 梦, 、 。 、 。。 、

‘
, 、 一 、 ,

及 , 正定 ‘ 关于 ‘ 显然连续 式表明 ‘幻 非增 因此
,

根据 的

定理 文献 定理 ’ 得 户 , 关于 罗, 、

内
、 。。‘ 、 。。 , 、 。一 、 。 ,

及 。, 稳定 由 口 , 口 一

一 , 式得 对《 扩 、口扩 扩 ,

即 ’
,

镬
, 。扩十六

,

故 对幻 关于 ’
,

也稳定 由

引理 知
,

极限态必为引理 中三类 其中第 类
,

一 。和 , , 。罗一 粤 第 类
,

一一 一
’ 一 ’ 一

一口 , , ,

口 当 沪足够小时 , 这两类分别与 关于 醋 , 及 内
,

稳定相矛盾
,

故只可能趋

向第 类中某平衡轨道
,

所以 。‘ 一 。 一 。, 。一 粤
, , ,

二
, ,

一 , 一 此即 对” 关于
一

一

俨阮尹

几
、

内
、 , 、

内 和 户 , 渐近稳定

定理 户 , 关于 醋 , 、

丙
, 、 ,

不稳定 若初始扰动态 有 俨叹
,

或虽然
,

但在腔中并不处处成立 。 一 , ,

则
,

将按 ‘ , 、 , , 、 , 、 。 、

一 ‘和
,

趋向某横转轨道 胃妙
的 ‘ 并且如果令 、 按 沪 趋向

一一
汀一

、、、了,
招口
压以川叼了、‘“尹

八
田 毛—一 】甘

心协。 、

证 式表明
,

在 衬 的任意小 沪邻域内
,

总可找到
。 ,

使 俨

非增且显然有界
,

故存在实数
,

使 五 ‘。 户 , 。 ‘。

户 ,

趋向于某 中二 的平衡轨道 穿
,

故

由于 。

按引理 ,

。 的定理要求 关于某 正定 , 此处 只在 ‘ 犷’ 中关于某 正定 , 但稍加推理便可知仍可应用此定理

的结论
。
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俨 。 穿
‘

在引理 所给定的可能极限轨道中
,

对
, , ,

有 护
,

故 俨。 》
,

这违反 式
,

应

舍去
,

因此对于
,

只可能 司 在标架 中看来
,

引理 中第 类的角动量的 几分

工
, 为零

,

当初始扰动态的 风。 很小时
,

应有 , 。 口 ,

根据 , 守恒条件
,

也应舍去第

类 因此 必属于引理 中第 类
,

即 二
, 。 妈 一

, , 。, 口 ,

二 。 此即

‘ ,

按 寥, ,

一 一 内
,

、
, ‘ , 一 ‘ ,

, 。, 趋向某 摺轨道
·

在标架 中观察
,

当 岸 , , 时
,

扰动初态 的
,

趋向于
,

因此 牙 轨道的角

速度趋向于 早。 回到标架 中
,

。 轨道角速度 。 , 趋向于 阵 一 、。 此即 式
一 一 一 一 ’ 、

” 一一
’

一 一
一

’

一 、 一

得证 这也同时表明 对 态关于 赌 , 和 内
,

不稳定
,

从而关于 也不稳定

若 ‘, , ,

但 。 不处处等于 , ,

则 价
, 三

。

显然存在

某一有限时间 。 ,

使 俨 , 。 ,

选 , 为时间的起点
,

其余证明与上面完全一样 证

毕
。

致谢 感谢谈镐生和王照林教授的指导
。
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