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摘 要

本文给 出 了数值求解以流 函数表示的 典 一 方程的交 替 方 向

部分隐式和交 替方 向完全隐式方法 作 为算例
,

计算 了低雷诺数的二维方腔流

动 问题
,

并 与已知结果进行 丁比较
。’

日 告
、 碑 「丁

’

数值求解以单一变量流函数表示的 一 切 方程
,

不需要方程的 藕 合 求

解
,

而且边界条件简单
、

直接
。

因此
,

它 日益为人们所重视
。

迄今求解以流函数表示的 一 方程的方法还不多
,

其中有代 表 性 的

有 的 方法和 的直接解法
。

方法是将流函数

一 七。 方程的对流项作为源项
,

用直接法求解线性双调和方程
。

由 于 双 调

和方程的直接解法局限于较简单的边界情况
,

因此限制了 方法的使用
。

方法

是将流函数 一 方程差分离散
,

用主元消去法求解代数方程组
,

对非线性

项采用牛顿迭代
。

这一方法需要较大的储存量和较多的机时
。

本文试图给出比较节省储存量和机时的求解流函数 一 方程 的 数 值

方法
。

在第二节我们将讨论基本方程和边界条件 , 在第三
、

四节分别给出交替方向部分

隐式方法和交替方向完全隐式方法 , 在第五节给出作为算例的二维方腔流动间题的一些

数值结果及与已知结果的比较
。

二
、

基本方程及边界条件

定常
、

二维
、

不可压缩流的 一 七 方程的无量纲形式为
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若 引人流函数
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这里 是常数
。

上式 等号左边 的第一项是人为加入的
,

此项 当流场趋于定常态 时 趋于

零
,

它对于我们考虑的定常流动的流场没有影响
。

·

式就是为数值求解经人为改变了的用单一变量流函数表示的 一

方程
。

在适当的定解条件下
,

我们可以由该方程确定流函数劝
,

用
·

式确定速

度场
,

由下式计算压力分布
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方程
·

的定解 条件包括 初始条

件和边界条件
,

在我们计算的算例中
,

即

在二维方腔流动的情形下
,

其具体形式为

参照图
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图 二维方腔示意

三
、

交替方向部分隐式方法

由 的基本思想出发
,

我们将方程
·

在
、

两个方向上交替求解
。

把时间
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步长 △ 分为两个半时间步长
。

在第一个半时间步长 , 在 方向用隐式 , 方向用显式
,

即有
, ‘ 。 ‘ 、
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在第二个半时间步长
,

方向用隐式 , 方向用显式
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对方程
·

中的各项均采用二 阶精度 的中心差分 公式差分 离散后 ,

我们发现

任一点流函数值劝, 与其思围的 个点的流函数值有关
,

如图 所示
。

其中用
“ ” 表示

钓 个点是由于方 程中有交 叉导数项 而出现 的
。

为了

便于计算
,

我 们将这 个点的 流函 数值滞 后 个时间

封长
。

于是
,

得 到一个系数 矩阵为五对角 的代 数方程

组
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式中系数见附录
。

在边界上
,

我们需要引人虚边界点 如图 所示
。

以下固

壁为例
,

由
·

式中的第四式得

功 , 。 ,
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, 二 叻, , 一 ,

代人式
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有 图 习
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将边界条件都类似地处理后
,

便可以直接应用带状 分解方法 依 次 求 解 和
一

了
。

四
、

交替方向完全隐式方法

曾给出过一种求解含交叉导数的二阶椭圆型方程的交替方 向 隐

式方法
。

本节在其基础上加以推广
,

给出求解含交叉导数的四阶流函数 一

方程的交替方向完全隐式方法
。

采用二阶精度的中心差分公式离散方

程
·

后
,

我们可以看 出
,

任 一点流

函数值与其邻近的 个点的流函数值相联

系
,

如图 所示
。

为了得到完全隐式
,

我

们将时间步长 △七分裂成为四 个四分之一

步长
。

第一个四分之一步长
,

沿 方向用

隐式
,

其余方向用显式
。

在第二个四分之

一步长
,

方向用隐式
,

其余 方向用显

式
。

第三个四分之一步长
,

沿 方向用

隐式
,

其余方向用显式
。

第四个四分之一步长
,

其表达式为

图

方向用 隐式
,

其 余方 向用 显式
。
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方向的 阶导数的中 今差分算子
。

为单位矩阵
,

为 常 向

量
。

当
,

时
,

式
·

为系数矩阵五对角的代数方程组
,

边界条件的处 理 及 求

解的方法已在前节中给出
。

当
,

时
,

式
·

为系数矩阵三对角的代数方程组 ,

其边界条件为
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式中当 时
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,

为 方向
。

用与前节相同的方法处理边 界

条件后
,

即可用追赶法求解三对角方程组了
。

五
、

算例及结果讨论

我们用三
、

四节给出的交替方向部分隐式和交替方向完全隐式方法计算了低雷诺数
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为了比较
,

我们采用流函数一涡量方法 见 等 也做了与上述条件

相同的计算
。

表 给出了在不同雷诺数下
,

分别用三种方法计算得到的涡心流函数值的

比较
。

表中用朽 表示交替方向部分隐式方法 ,

如 表示交替方向完全隐式方法
,

用叻一考
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表示流函数涡量方法
。

由表中的数值结果可见三者较接近
。

表 涡心劝值比较 表 时间比较
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在图 中
,

我们给出了雷诺数 时采用交替方向部分隐式方法所得到的 流 线

图
。

图 是雷诺数 二 时
,

采用交替方向完全隐式方法所得到的流线图
。

在表 中
,

我们给出了在相同计算条件下
,

用交替方向部分隐式方法和流函数一涡

量方法计算二维方腔问题所需要的 时间比较
。

表中以雷诺数
,

采用交替方 向

部分隐式方法所需要的 时间为一单位
。

计算表明
,

采用本文给出的交替方向 部 分

隐式和交替方向完全隐式方法可以选取较大的时间步长
,

且收敛速度很快
。

六
、

结 论

本文给出了求解以单一变量流函数表示的 一 七。 方程的交替方 向 部 分

隐式和交替方向完全隐式方法
。

计算表明该方法具有节省储存量
,

节省机时
,

无需方程

的祸合求解
,

边界条件简单
、

直接等优点
。
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