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利用有限差分法求解扩散混合

化学反应二维平行流动

陈 海 韬 周 学 华
中国科学院力学研究所

提要 利用隐式有限差分方法
,

对两股平行流的扩散混合
、

化学反应问题进行了计算 计

算中
,

使用了层流压缩边界层方程并考虑了 化学激光器的化学反应 计算结果表明

振动激发态的浓度要比
、 、

的浓度都高 , 从而获得了粒子数反转条

件 另外
, 在计算中不需要混合长度的假设

,

就可以求得主流 无化学反应区 与化学反应区的

两条界面曲线 当然 ,

本文的计算方法要比直接求解二维
·

, 方程要简单得多

一
、

引 言

在交界面上发生扩散混合及化学反应的两股平行流的流动问题
,

是研究各种化学反

应器
,

火箭燃烧室以及高能激光器等器件中物理
、

化学过程最基本的问题 弄清这种基本

问题
,

可以为研究那些复杂的真实流动作好理论上的准备

在他的专著 中
,

详细阐明了无化学反应的平行流的流动问题 问题归结

到求解一组边界层方程
,

只是边界条件不同于一般边界层问题 有化学反应的尝试首推
。 一

的计算阴 为了研究火焰稳定器的机理
,

他们建立了一股热气流点燃另

一股与之平行流动的冷可燃气流的数学模型
,

取得温度和浓度在流场中的分布图 近十

年来
,

由于 化学激光器的出现
,

快速混合
,

快速反应
,

快速流动的过程特别受到人们的

重视 发表了火焰片近似模型闭和准一维混合模型 , , 的解
,

也发表了 直接求

解二维流动的
一

方程的计算结果 〔

由于化学激光器中激活粒子的种类较多
,

采用 彻 的级数展开法求 解
,

遇到了困难 火焰片近似模型和准一维混合模型
,

都要引进一个混合长度的概念 本文

采用有限差分法求解边界层方程组
,

可以避免上述不足
,

并获得可信的结果 与

的计算方法相比
,

本文所用的方法简单易行
,

而最终结果是相近的

二
、

基本方程及其解法

考虑两股互相平行流动的气流 和气流
,

如图 所示
。

其流速
、

温度和组份的质量

分数分别为
、 、 ,

和 几
、 “ 、

其中 注为组份的数 目
, 一

, ,

⋯
, , 从 二

开始混合
,

在 自由界面处产生垂直于界面的传递过程
,

同时发生化学反应 由于 二 方向的

本文于 年 月 日收到
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流速远大于 夕 方向的流速
,

守恒方程与绕流平板的边界层方程相同 连续方程
、

动量方

程
一

、

组份方程和能量方程表示如下

﹂

、、产、少
口
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口
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口
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‘
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勺

,
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图 两股平行气流混合
、

反应示意图

其中 产 、

少
、 又 分别为粘性

、

扩散和热传导系数
,

一 艺 叭

, , 为化学反应速率
, 。 一 ,

是气流的总烙
,

是组份 茸的生成热

边界条件为 在 《
、

和
、

十 处
,

均有 “ 一
,

乙
, ‘ 二

, 在 《
, ,

和
,

一 处
,

均有
,

一
, 、 ,

按照传统的边界层理论
,

方程 和
,

可以转换成著名的 方程
’“ , 刀 ,, , 一 ,

其衬
一 、

, , 一 了而
,

卜 沁
,

。一 ,
·

其边界条件为 在卜
时 动 一 ,

在 ”一 一 时 厂动 一 为 文献 已描述了上述方程的数值解和近

似分析解 动 具有光滑
、

单调的形状 因此速度场的解可以认为是已知的 特别是在
。 一 “ 时的特殊情况中

,

有解 伪 勺

利用相同的变换
,

方程
、

也可以转换成

、产、成勺」了下、了气‘ , ,

臀
一 ‘ , 夸塑立 摊嘶

蜜 “ 扩必

一,沙一

口 , ’

, ,
十 刀 口

如
一

‘
, 夸 从

伽

生鳖一

女 闷
衬几 —

对于组份方程在 萝 。处
,

其解为

”了八一勺‘一

、

、‘声一、户

刀一刃
一

、、产︸、,,一叮
叮一夕,一‘、

了火一引‘分一
卜,产毛,

声︺。

一、试一刀

·、 一

当 “ , 一 “ 的特殊情况下方程 变为

‘ ,

「二
。 ‘ 刃 丫

才

一 十 气一 不二

丫

其中 , 丫万 为误差函数
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在 登 处
,

按图

为二点一侧差商
,

沿 ,

各阶差商关系式为

所示的隐式差分格式写出方程
、

的差分方程 沿 夸方向

方向取三点中心差商

,

一
。一

, ,

刀

二

萝

一

奋
丹

一 “
·

一。

一
贵

,

一
。, ·

’

丫几
以

,
’
介

户
’一‘

六
少

产 “ 书

一吸一一
一﹄

其中 及一 △叮 ,

一 △夸
,

是计算冈格的步

长 把上述差商关系式代人方程 和
,

化简后得

省二 处的隐式

差分格式

三点一侧隐式

差分格式

图

, ,

月

—
月 日

、 , 、

万 卜 , 十 百
。, 匹 。、

“ 夕 产

, ‘ ,
‘

,
‘

。丈 ”

一 万 。 ’ 计‘ 个 百 。义 卜‘ 个 百 。丈 。

口占 资人 ,

, ,

— —

一
苗仍声

‘产 尸

其中
, , ,

为与
,

反有关的常数
,

△了
, ,

一
,

’。为来流的初始温度

可以用叠代法求出 奋一 处的所有网格点上的
,

和 △
,

的值 第一次叠代所用的

初值是 梦 。处的值
。

歹 处的值可由方程 或 求出 两端之值取边界值

对于 夸 的差分格式示于图 沿 萝方向取三点一侧差分
,

沿 勺 方向取三点中

心差分 这样
, ,

口夸的差商变为
。

夸

其他各阶差商关系式与 夸

, , 。

丽 戈” 二

一
” 一‘, · 。一 , , ·

时相同 代人方程
、 ,

整理后得

。

查
。

着
‘

,

号
‘一

,

, 丁
。一‘, ” 。一 , , 占 , 。 ,

气衬产

一

昔
△几 号

△几一

譬
△几

一 ,

一命
△ 一

姗

占

户 产 , 艺
, 。 ,

二好一

同样用叠代法求出所有的
,

与 △
。

值 用 占 处的

处的叠代初值
,

直到二次叠代值的差小于 为止
,

余类推

气流的成份
、

温度
、

流速有关
,

故需联立求解方程 幼
、

,

与 △
。

值作为 夸

。 , 为化学反应速率
,

与
、

才能得到正确的解
把 夸

、 , 坐标代回到 二 、

坐标
,

则整个流场的速度和浓度可以全部求出

三
、

化学激光器气流混合问题

采用上面的方法
,

可以解决 化学激光器中光学谐振腔内气流的混合和反应问题
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从筛形喷管中相邻二孔喷出的 和 气流
,

可以看成是二股互相平行的流动 它们混

合
、
反应生成振动激发态 刃

,

造成粒子数反转条件
,

受激跃迁产生激光
,

波长为

微米
。

考虑只含
、 。和只含

、

的两股气流
,

混合时发生如下的激发反应

一 刃

为易于说明方法的应用
,

仅考虑主要的消激发反应
,

一
, 一

此时 , 。一
,

有三个振动激发态
,

每个振动态都看作是独立的粒子
,

因此气流中共有

种粒子
,

六个化学反应 其化学反应式 〔 为
一

公

立
》

兰二,

左 一 , 一 、

一二二》

二二

二与 十

其中 及一
, , 一 。,汀 ,

左 一 ‘, 一 理 ,

左 一 , , 。一 ,
,

及一

“ 一‘ ‘ ,
·

,‘ ,

互
, 一

·

“ 一‘ · ‘ ,
·

,‘ ,

毛
· “ 一 , · ‘ ,

·

场

化学反应速率为
。 左

,

左 友
, ,

。 反 友 及
, 。

。 , 。 一 ,

左 ,

。 一 一衬友
、

吸 , , 〕

一 反 ,

。 、 一 一 吸 吸, , 。
几

, 斗

一 ,

友‘ ,

。 一
,

反
。 ,

反‘ ,

其中 , , , 。 ·

计算中
,

假定有关粒子的热物理性质都不随温度而变化
,

可取其温度区间内的平均

值 其值由一般手册查得
,

或由常用公式算出 例如粒子粘性系数由下式叨

、 一 一 ,

丫丽万 ‘,口

一

算出
。

混合流粘性系数由
产 名补、 ‘

求出

四
、

计 算 结 果

本文仅研究气流混合后的温度与浓度变化
,

没有考虑受激跃迁而产生的激光反应 这
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︿义︶﹄咖

币电

沂
肠 若

印叨朋

一一一一

图 言二 处 , 气流温度与浓度分布 图 自由界面上
,
气流温度与浓度分布

,

一

甲

一 叨

一

一
。 。 ‘ ‘ 。” 。

·

”,

一

图 不同 若点上 , 气流温度分布 图 不同 言点上 , 浓度分布

意味着激活区中没有安装反射镜
‘

计算所用的来流物理参数列于表 一 计算中采用 “ 是为了得到简单的速度

场
,

便于计算 对于 “ , 铸 。 ,

本文方法同样适用 计算在 卫协二 电子数字计算机上进

行 在 ”轴上取点 个
,

步长为 , 在 奎轴上取点 个
,

步长为
、

。一
代 这样就能

得到稳定的解 假如取较大的步长
,

例如 △, ‘
, △参

一
的话

,

就得不到

稳定的解 由于上述反应速度极快
,

故不宜取较大的步长 一次计算时间小于 , 分
,

图 为 夸一 处
,

气流温度和浓度在不同 刀 值上的计算值 由图可见 在 自由界

面 , 处
,

温度和浓度均有最大值 与文献 结果相近
,

但本文计算的 浓度

偏高
,

的浓度偏低
,

这是由于消激发反应数 目考虑不够完全的缘故 由图 也可

以看到
,

化学反应初期
,

气流温度提高不多 这是由于气流中惰性气体
。的含量很高

,

约

占 多 的缘故

图 为在自由交界面 , ‘ 处气流温度及 , 浓度随 多的变化曲线 温度曲线

上升后逐渐平缓 以 浓度比其他成份都高 根据高能级与低能级粒子的浓度差
,

可

以求出激光器的小信号增益川
‘

该图与文献 中的图 相近

图 画 出不同 爹点上气流温度与 浓度随 , 的变化曲线 这些曲线都具有固

有的钟线形状 随 参增大
,

温度逐渐升高
,

浓度也逐渐增多
,

最高点逐渐往上方

偏移
,

同时曲线向上
、

下两方扩张
,

可以明显地看到在流体中有反应区和非反应区两部份
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曲 线
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一

赢弃兰 一一一一月—一 —竺
一

二
一 ‘ 一

温度 了 、。 , 、 、 。

—
二立二一一一一一

一
卜 二一阵二一一 一二

共一
卜一止二一一一止兰兰一一兰兰丝一一

卜上里坚止一卜里里兰匕一

—
卜

一

一竺一一
一

卜兰全兰一卫理牛一卜一竺坐兰一

卫理幸一
。 · · ·

, ,

流
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压力毛 , , “ 斗
·

“
·

斗

把 查
、 勺 坐标代回到物理坐标

、

时
,

可以画出气流温度及浓度的分布曲线 图 表示

在
、

平面上的分布图 如果令浓度最大值的 。一‘

各点的连线
,

作为反应与非

反应区的分界线
,

就可以求得如图 所示的界面曲线 这样
,

我们直接求到了二股平行

流的混合和化学反应的界面曲线 不管是火焰片近似模型 还是准一维模型 在计算

激光器性能时
,

都要先假设一条反应与非反应的界面曲线
,

否则就无法计算 应用本

文的计算方法
,

不需要上述假设就能计算激光器的性能
,

而且计算方法简单可靠

布“

加叨即

一一一一

。。 户一

入一入
一

长一气
⋯⋯

、一 、

一拼
一

召
一

丫
“

‘ ’’

︵‘。苍

,

肠 龙

图‘ 、 , 平面上 , 图 不同来流参数时 , 浓度分布

浓度变化曲线与界面曲线

图 是 杏 处
,

不同来流参数 见表 时
,

浓度的比较曲线 图中的

线是根据前面各图计算时所采用的来流参数画出的 线为将气流速度提高到 。。 ,

后计算得到的 可以看到
,

速度提高之后
,

气流温度提高较少
,

因此激发反应缓慢
,

劝

生成量减少 线是提高来流温度到 时所得的曲线 由于气流温度升高
,

激发反

应加快
,

浓度显著增加 线是将气流 中的 一 混合气流改为纯 所得

的结果 由于 浓度增加
,

虽然来流温度未变
,

激发反应速率增快
,

温度随之增加
,

因此
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增加 增多
,

也意味着其他激发能级粒子数的增加 所以
,

提高气流温度
,

增加 的含量
,

可以提高激发速率
,

增多激活粒子
,

对提高激光输出功率有利
‘

结 束 语

本文提供的用隐式差分格式叠代求解二维平行流的扩散混合
、

化学反应方程组的方

法简便可行 以 化学激光器的两股平行流为实例进行了计算 与直接求解 ‘

方程的计算结果 〔 相比较时
,

可以看到
,

尽管二者所采用的化学反应的数目不同
,

以

及所采用的化学
、

物理参数也不完全相同
,

但以图形表示的粒子数反转的计算结果 图
、

劝 与文献 〔 中的图
、 、

是非常相近的 另外
,

在计算中
,

无需混合长度假设
,

就能

求得无化学反应区与化学反应区的界面曲线 这对激光器的设计和性能计算都 是 重 要

的

力学所李建国参加过早期工作
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