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方法求解 一 方程

的一个改进格式
’

陆 张 宁
中国科学院力学研究所

年 月 日收到

摘 要

方法常被用来计算不可 压缩
一

七。 方程“ 〕。

在处理 涡 度

方程的昨线性项和 涡度在壁面上的条件时
,

通 常 米 用 滞后 的方法对涡度方程

和流函数方程分别求解
。

然而 ,
非线性项的滞后破坏 了 方法的完全 二阶精

度 , 涡度方程和流函数方程分别求解减弱 了两个方程的辐合性 , 涡度壁面 条件

的滞后 则破坏 了方法 的完全隐式
。

本文在应 用 方法求解涡度方程和流函数

方程时应 用 了一种交替线性化 的技术
,

对涡度方程和流函数方程栩合求解 , 内

点和边界 点上 的涡度和流函数位 同时求 出
。

因此
,

方法保持 了完 全 的 二

阶精度
,

进免 了上面所提到的 问题
。

作者应 用这一方法计葬 了雷诺数
。

等于
,

, , , 时的二维方腔流动 空
、 ’

步长
。

计葬结果表明

这一方 法保特 了通常 方法的优 点
,

可 以应用大的时间步长
。

最后 补充计算

了雷诺数
。

的二维方腔流动
。

讨 告、 谬 不

用 方法来求解二维不可压缩涡度方程和流函数方程的人很多
,

但 方法的

应用方式却不尽相同
。

应用得比较 多的有
一

方法 “ ’和
一

方法
。

我 们

定义涡度为

卜夕兰 夕生
口 口

’

其中 和 分别是 和 方向的速度
。

规范后的涡度方程为

口乙 七
、

口乙 口 乙 口 乙
万亡十

嵌
一 十 百歹 二 豆丁犷历歹个 丙了

本文曾在第二届流休力学数值方法讨论会上宣读过
,

当时题为 “二维涡 流函数
一

“ 方 程交

替线化隐式格式 , 。

现经修改后刊登于此
。
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式中
, 。

为雷诺数
。

定义流函数

口劝
一 , 一二一 一 ,

口人

得到流函数方程为

口 功
,

口“功

叔
一

丫 一

矽 乞

一

方法和
一

方法的计算过程可以用图 说明

计算新的 二 封
,

用

方法从式 中计

算内点上的新犷

利用内点上的新 犷,

用

方法扒式

中迭代出所有的新 必,

计

算出新的
、

计
‘

利用内点上新的少和犷值
,

算犷的新边界值

—
厂一

— —到 了所要求的时间
或

达到了定常态的收敛准则
十

从图 可以看到
,

无论是
一

方法还是 卜 方法
,

在涡度的计算循环中都

要 “ 嵌套 ” 着劝的迭代
,

这一迭代 占去了大部分计算时间
。

另外还有一种方法是把 方程

和 联立
,

应用 方法求解
。

但是要求解一个非线性方程组
,

计算 量则比

较大
。

二
、

改进的 方法

用记号占否娜 和护石娜 表示在 点的此 口 和口 否 口 ’

的空间中心差分逼 近
。

涡度

方程推进 △ ,

应用 方法可分两步完成
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七 ’‘“ 一 七
△七

。 一 占乙 ‘ “ 二 , ,

七
丁 下于一一 一 丁 一下一 一 一笼布

找

七
“ ’ 么

占
十 二二 一一

找

占么乙
”

占 ’

乙
” ’一 七

“ ’

八
乙 ‘

占

占乙
” ‘

占
。

艺乙
” ‘ ’

占
乙

”十 ‘

占
工

或
,

互换
。

一般来说
,

在方程 中
,

应取为 ‘ ’ ,

在方程 中为
‘ ,

“ 斗 ‘。

因 和 由功确定
,

而功又由椭圆型方程 叻
一

乙确定
,

这就要求在 十

和 联立隐式求解乙和叻
,

而这是非常困难的
。

和这一程序相反
,

在方程 中

把
,

取为
, ‘尹 , 在方程 中为 ‘ , 十 ’尹 “ 。

方程 和 成为

线性方程
。

因为 二 口叻 即
, 口功 口 一 ,

所以
“ 二 刁功 口 , “ ‘尸 一 口功

“ 十 ’产 “ 口 ,

‘ ’ 口劝 ‘ 口
。

这个过程也将要求在 和 联立隐式求解乙和 叻
。

但是方程组是线性的
,

并且系数矩阵只不过是一个块三对角的
。

方法用来计算椭圆型方程 护 一 七时 , 需要引进一项 口叻 七
,

为一常 数
。

方程变为

斋
, 补

一 “
·

口“劝
口

一使用中心差分 用 方法可分两步完成砂一报
﹄

补一口一口
其中

,

式中
,

劝片广扩 一 叻梦,
‘“ 十 功 广

,

, 十 △ 心廷一

衅
,

砂舒挤

一 衅
, ,

一 衅
,

一 ,

扮井
盈‘犷

,

一 衅片 衅井

二 一 △ “ 乙一

△

△
功 产,’一 劝犷

』‘ 了 劝梦才老广 劝犷,“
,

△

△七

△

△七

在计算时
,

先联立求解方程 和 得到乙
“ ‘产 ,

叻 ‘产 ,

然后把乙
” ’产 “ ,

叻
十 ‘产 “代入方程 求出叻 ’,

把功 ‘
代人 求出乙

“ ’。

三
、

差分方程组

为方便起见
,

空间的差分步长取常数值
。

定义
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一 劝熟
,

乙九
, ,

玄
一 ’

方程 两边乘
,

然后同方程 写成一个向量方程为

,

黔广片
,

尹九
‘ 了“ ,

尸尹
,

,
,

其中 给定
, ,

⋯
, 一

一

二互 里些 土
、

, 二

占 厂
一下

一

十 一二二

△毛

·

劝犷
, 一 劝犷

, 、 , 一 功犷
, 一

,

上 盗红 上 立竺兰一 止匕
火 占 占

占“七
“

、 , , 甲

了
‘ 一

占于
“

这说 明要求解一个块 三对角的方 程组 得到 犷,,
子“ ,

就要把第一个分 量 衅刀
了“

代 入

方程
。

由于 △ “ △ , ,

故方程 成为

,
一 劝 ,

‘ 劝犷, 七
,

一 “ 否犷,
了“ 十 叻犷万

了 一 叻 广
,

, 一 功 犷分

计算这一方程组得到 叻羚
’。

将方程 整理成为

珊
十

补 ,
十 一

晋
,

鉴竺 一

分豁 昔
一

丝黔
一

分冰
乙

”十 ‘产 “

忍

占古
” ’产

盟
’ · ’ ·

务“梦
‘ ·

代入衅万
,

就能计算出 封 ,,
。

因此
,

, 即可得到

四
、

计算实例 二维方腔流动

本章采用第三章的方法
,

计算二维方腔流动这一典型问题作为方法的检验
。

它具有

三面固壁和一个以常速度向左移动的上壁
。
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边界条件

除了上边界以外
,

其他三边都可提 出不可滑移条件

斌

劝 。 、 、二 、 。 口 二
、

二 田 , 、 ,
,二

一石二 一 , 日翌巴 巳 了 山 。 丈 , 、 , 川 钊 〕己 歹卜润 钊 乡打 乍
通 、

幼
。

在三个没有移 动的 壁面上 利用 方法

得涡度边界条件 〔‘ 〕

图 二维方腔流动

二 一最,

一都 一

、、视 、
二八 , 、 田 、二 , ,

, 、 叻
二钊 月

了

仁夕 耳 二 〕之兰歹卜切 垫 女湘钊 勿弋 牛卜三二了
。 性

。

涡度的 方法修正为

“ 二 一

矛‘ 一

式中
,

是空间步长
。

把左右边界涡量条件用向量表示为

左边界

一 “ 一

合“ 一

矿专 窗气,
之 , 固定

,

“

了了吸、

一一

、、‘了了、
一一冲中其

,

右边界
‘

寸
入 一 , 宁 几 六 式 给定

,

其中
一 二

“

,

,

计算结果

取空间步长为
。

定义

百 ,九
“ “九

’ “ ,

书卜 心争争

八八 月
一一 从 月

找,达
二
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一
如果 。一 ,

认为已得到定常态解
。

图 简单地说明了计算过程
。

令
开始

一
二 一

—巴岁黔竿
计算新的 盛 ,

加

人边界条件 和
,

联立求解
、

式
,

得到犷 十 ’产 , 和必” 里产 之

一 一一生一一一一一
用得到的值价”十 ’产 和

犷”小 ’尹 名并加入少的上下边

界条件 ,

从 中解 出少
”‘ ’

用所得到的值 沪”十 ’ ,

少
伞 、尹 , , 犷 今 ’尹 ,

从

式 中解 出
斗 ’尹 艺 加人犷上

下边界条件

二 一
于

同
图

分别取
, , , , ,

进行计算
。

计 算 结 果 表 明 雷 诺 数
。 二 时

,

方法仍然是稳定的
。

在整个计算过程 中
, △七的选取比 较 自 由

,

最 小 的

△ 二 而 值的选取对收敛速度有很大的影响
。

如果 值选得好
,

就能大大 加快

收敛速度
。

在对系数矩阵的分析中可以看出
, 、

值取为负数 较为合理
。

这一点也 可以

从椭圆型方程 “功二 一 乙抛物型化中得知
。

下面给 出一些计算结果和 七 在 “ 条件下所得到的数值邻 ’ 。

其 中
,

表示对流项取中心差非守恒型
,

表示取中心差分守恒型
,

表示取迎风差分非

守恒型
,

表示迎风差分守恒型
。

表 主 涡 中 心 流 函 数 值 叭

二 的结果
,

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

一
。

。

。

。

。

。

。

。

。

。
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表 主 涡 中 心 涡 度 值 认

二 的结果
, 二

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

马

。

。

一工

寥卿
姗

图 在
。 , 乙 二 。 ,

二 时的流函数图

已 ‘ 二

图 在
。 , 么 二 。

时的流函 数图
。 二 。。。时在左上角有很小范围的振荡

图 给 出雷诺数
。

时的流函数图
,

其中 表示迭代到收敛时的迭代次数
。

图

马给出雷诺数
。 二 的流函数图

。

图 的迭代次数 二 ,

这时还 没 有 达 到

定常态 , 从图中可以看 出有两个主涡
。

图 已经达到定常态
,

、

从图中 可

以着到两个主涡变成了一个主涡
。

五
、

结 束 语

此方法把涡度咖流函数睛作一个向量 的两个分量进行 迭代求解 , 避免 了

在每个时间层上求解椭圆型方程 劝“
」

一 ‘ 从而大大减少了计算时间
·

从表面 上看
,

此方法在非线性项的处理上违反了通常的 方法
,

但是如果把速度的流函数表达 式

即 即
, 一 即 代入涡度方程 中

,

把涡度方程中的劝也看作是主项
,

不

管是线性项还是非线性项都按照 方法的基本思想展开
,

就可得到与此方法相同 的

结果
。

把方程 和 相加
,

两边除 得

戈尸
十

麦
一

等
· 乡公

亡
十

专一翻等
·

·

占 ” 十 ’

占
、迎丝‘

己

“ ”斗 ‘

占

一分﹄︸一尸卜“八

丝一 占

十 ,

—
月‘ ‘ , 二二 一

且 。 、
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此式相 当于把涡度方程 中的涡度和流函数对
, ,

三个变量的导数都用中心差

分展开
,

因此具有完全的二阶精度石
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