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等参数奇异元周围的过渡单元和普通单元

吴 永 礼 徐 纪 林
中国科学 院 力学研究所

文献仁 ,

〕证明了在等参数奇异元周围的过渡元中
,

应变除了具 有 厂 ’
奇异项

以外
,

还有
一 ’的奇异项

,

因此认为采用过渡元并不能提高应力强度 因子 的计算精度
本文证明

,

在等参数奇异元外面的普通梯形等参数单元中
,

应变同样具有
’

的奇异项
,

但是并没有厂
‘ “

的奇异项 然后对文献
,

幻中的数值结果进行了分析 分析表明
,

在

大多数情况下
,

采用过渡元要比不采用过渡元好

一
、

普通梯形放射状单元的应变场

如果直边四边形单元的一组对边是在从原点出发的射线上
,

而另外 两 条 直边 平行

图
, ,

则这种单元称为梯形放射状单元 取裂纹顶端为坐标原点

牙 ‘ 男 。

书

对于 节点的四边形等参数单元
,

其形状函数为
‘一

告
‘

。 ‘ ‘ , ““
‘ 一 ‘ ,

‘一 一 若
’ 刀‘刀

、一 一 刀“

普
‘

若

其中舀
‘ , 刀‘

为各节点在苦
, 力中的局部坐标值

射状单元中
,

若取节点
,

的坐标满足

,

文献
,

已经证明
,

在 图

·

这种 梯形放

了了 侧犷八 训 侧 八
飞

—
, 一 , 飞

—
、 艺

‘

、 艺

而节点
,

仍取在中点
,

则在这种单元中应变具有
一 ’

项
,

满足裂纹 顶 点 周围的应

变分布奇异性要求
,

所以能够计算得到较精确的应力强度因子
,

并把这种单元叫做过渡

单元 在文献仁
,

中则证明在过渡元中应变除了具有
一 ‘

奇异项 以 外
,

还 有
一 ‘

奇
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异项
。

可以证明
,

在普通的梯形放射状单元中
,

应变也具有
一 ‘

项
,

只是系数表达式不 同
。

对于普通的梯形放射状单元
,

节点 一 均取在边中点 而
。 、 。 ‘ ‘

万 一 百 , 。 对 夸 对 ‘ ‘

将式 代入坐标转换公式 一 习 从戈
, 一 艺 召、以后

,

可以证明
王一 汇

兰上土兰互 二

‘ —
, , 几一

沐 一 凡

一 口 “ 一 沪 〕
一 , 无 “ 一 沪

一 夕
一 ,

七 尹一

瓦一 七 一 无七 “ 尹

式中 一 , 沪 , “ 见图

将式 代入位移插值公式
,

即得单元中的位移分布
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这时单元中的应变极坐标分量
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其中
, ,

一
,

一 是坐标 和节点位移的函数 由于表 达式比较繁冗
,

这

里仅仅给出 ￡。

表达式中
一 ‘的系数

,

一 中
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一

韶条聋冬一 一

斌哭是下 」
·‘ “

一 。 , 。‘

嗡好先含争
一 ” 一 ” ,
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·

一
,

喻兴扮
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由此可以看出普通梯形放射状单元中的应变
。

也具有
一 ‘

项
,

式 与文献〔 〕中过渡

元的表达式相似
,

而文献 中只是以侧
, ,

了从代替了式 中
,

同样 。 。

的
一 ‘

奇异项也与文献巨 中过渡元的表达式相似

对于图 所示的 节点四边形梯形放射状等参数单元
,

在文献
,

中给 出 了作为

过渡元时的节点坐标公式

一

业杳互五
一

鱼气黔生

一

业宁鱼一 ’ ,

一 宜鱼
丫

二七
’

节点
, , ,

则取三分之一分点位置 文献 〕证明 在这种过渡元中应变除了

具有
一 ‘ “

项外
,

也有
一 ‘

奇异项

现在对普通 节点梯形放射状等参单元的节点 一 都取三分之一分 点 位置
,

将这

样的普通元节点坐标式
,

例 如
。 一粤

,

喜
, ‘ 一令

、

鲁
,

⋯代 入 坐 标转
一

一 “ 目 “ ” ‘、、、 门 ’ ’ 护 动 一 ” 一 上 ’

一 艺

”
一

叮 一 五 ’

一 乙

”
, ‘ 、

一
‘ ’ ‘ 、

换公式
,

可以证明式 仍旧成立 于是根据位移插值公式有

祝 艺
、倪 、 , 犷 一

卜 ‘下 ’

” 一 艺
、”‘一 几, 甲 , ”

‘ 一

单元中应变的极坐标分量为
￡, 一 “

￡ , 、 一 ‘

卜
￡, 。 一 ‘ ‘ ,

式
,

中的
‘ , ‘ , ‘ , 、, 、

均为 和节点位移的函数
,

由 式 可以

看 出应变 , , , 。 。也有
一 ‘

奇异项

二
、

数 值 分 析 与 讨 论

上面已经证明
,

在 节点和 节点的普通梯形放射状单元中
,

应变也 具 有
一 ’

的奇

异项
,

因此文献巨 认为由子过渡元中应变有
一 ’

项而采用过渡元
一

计算应力强度 因子
,

会使计算精度下降的看法在理论上是不能成立的 文献 一 〕中给出的一些实例
,

说

明采用过渡元来计算应力强度因子要比不采用过渡元好
,

只有在少数情况下
,

二者的结

果才相近
。

下面我们对文献
,

中的数值结果作一些分析 文献巨 用 节点普通梯形放
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射状等参数元和 节点梯形过渡元计算了双边裂纹平板受均匀拉伸时的应力强度因子
,

计算中采用了 种网格 对于这个问题 尚未找到精确解
,

文献仁 〕对双边裂纹平板在均

匀拉伸下的应力强度因子列出了 个近似公式 文献 〕引用文献 〕中的第 个近似

公式算得的 一 公斤 厘米
,

作为比较
,

计算的相对误差 」,

列于 表
,

中
,

由此

文献 二认为仅仅当 大于或等于
,

即过渡元尺寸比裂纹顶端单元尺 寸大 倍时
,

采用过渡元才能提高计算精度 我们根据文献 〕中与上述近似公式精度相同的第 个

公式算得的 公斤 厘米“
,

两个公式的平均值为 一 公斤 厘米
“ ”

以这两个值作为参考值来比较
,

相对误差记为刁
,

刁 ,

也列于表
,

中 可以看出无

论哪一个值作为参考值
,

总的来说
,

还是采用过渡元的计算结果误差要小
,

最大不超过

衷 单位 公 斤 厘米
’

网 格 〔’〕 无过 渡元 才目 对 误 差 有过渡元 相 对 误 差

刁

。 。 。

理
。 。 。 。 。 。

。 。 。 。 。

一
。

一
。

。 。 。 。 。 一 。 。 一
。

期训一司耐

。 一

。

。

。

。

。

。

。

。

二
⋯

。

。

注 为裂纹长度 , 为裂纹 顶 端奇异元尺寸 , 一

为过渡元尺 寸 ,

表 卜单位 公 斤 厘米 ’‘

。

。

。

。

无过渡元 相 对 误 差 有 过 渡元 相 对 误 差

时 的 〔’ 〕
刁 , 刁 刁

时的 ’ 〕
刁 刁
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⋯
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。 。

。
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一 。
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注 为裂纹长度 , 为裂纹顶端奇异元尺寸 , 过渡元尺寸为
一

表 单位 公斤 厘米 ’ 了

裂纹顶端除奇异 高斯积 分点 又 高斯积 分点 文 献印 〕中 种 网格 的 计算结果

元 外 的单元 形式
相关 系 数

相对误 差
相关系 数

相对误 差
。

】 】

冈胡泪节点梯形过渡元

节点普通 梯形元

任意 四边形元

。 。 。 。 。
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。 。
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。
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。
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。
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。
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,

而且网格变化对计算的结果影响也不大 如果不采用过渡元
,

则不同网格的计算

结果分散性很大
,

最大误差达到

文献〔 〕对裂纹顶端奇异元外采用 节点普通梯形放射状等参单元和 节点梯形过

渡元
,

计算了含有中心裂纹的正方形平板在单向拉伸情况下的应力强度因子
,

裂纹长度

只有板宽的
,

无限大板的解析解 公斤 厘米
’ ’

可看作这个问题 的精确

解
,

文献 中给出了用 种不同网格计算的结果 表
,

对于后 种网格
,

采用过

渡元与否
, , 的计算结果与精确解的相对误差均小于

,

但是不采用过渡元的 了一 了

曲线呈现出较大的 “ 波动 ” 。

而对于第一种网

格文献〔 中采用过渡元的计算结 果 有 些 异

常
,

我们采用同样的网格
,

对具有 节点梯形

过渡元
,

节点普通梯形元和任意四边形单元
图 分别进行了计算

,

用 点回归分析的

结果列于表 中
,

可以看出本文的结果与文献

〔 〕中后 种网格的结果 很 接近
,

所以 本 文

计算结果是可信的
,

由于在本例题中
,

采用了

较多的单元数和节点数
,

上述 种不同单元均

得到较高的精度
,

很难说那一种单元好
。

然而正如文献〔 〕中所说
,

采用 过 渡 元 后
,

全一 的曲线比较 平顺
,

因此
,

所得的裂纹面上的位移分布更接近于真实情况
。

三 结 论

过渡元与普通元相比
,

由于单元应变中增加了
一 ’ 奇异项

,

因此更能反映裂 纹 周

围的位移及应变分布情况
,

而绝大多数情况下采用过渡元能够求得误差较小的应力强度

因子数值
,

而不采用过渡元则需要有较多的单元和节点才能 得到 较 精 确 的 应 力 强度

因子
。
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