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分层流体中推广的 方程和

斜相互作用的孤立波

戴 世 强

中国科学院力学研究所
,

马 年 月 日收到

摘 要

本文按 此 浅水理论建立了适用于一种分层流体的基本方程 —推广的 方

程
,

借此研究了两对斜交的孤立波的弱相互作用
,

给出了波形和最大波幅的二 阶 近 似 解
,

并指

出
,

当两对孤立波传播方向夹角小于 时
,

斜相互作用强于迎撞相互作用 当该角大于 时
,

前者略弱于后者
。

一
、

引 言

孤立波的相互作用一直是一个令人感兴趣的课题 参看文献 〔 中的评述
,

对于单层

流体中的倩形已有不少人作了研究
,

例如
, “ ’给出了斜相互作用孤立波的二阶近似解

苏兆星和 ’对迎撞的两孤立波得到了三阶近似解
,

并通过数值模拟作了验证〔名 ’, 周清

甫
‘“ ’对垂直相互作用的孤立波导出了三阶近似解 近年来

,

在分层的海洋中
,

卫星观测发现

了相互作用的内孤立波 〔“ ’,

由于数学上的复杂性
,

对这类问题的研究比较少见 作者利用在

【 」中对两水平固壁间的两层流体建立的基本方程研究了两个界面孤立波之间的迎撞‘“ ’,

接

着又从另一组基本方程出发
,

处理了有自由面的二流体系统中两对孤立波的迎撞 〔, , ,

给出了

相互作用时的波形
、

最大波高和相移

本文讨论更为普遍的情形 有自由面的二流体系统中斜相互作用的孤立波 首先
,

我们

从 方程出发
,

采用浅水波假定
,

导出了分层流体中的推广的二维 她 方程
,

它

是单层流体的 方程 〔’“ ’的推广形式 接着
,

利用 方法川 ’和约化摄动法“ “ ’,

求出了问题的二阶近似解
,

给出了弱相互作用
、

下两对斜交的孤立波的波形
、

最大 波 高 和 相

移
,

并指出
,

当两对相互作用孤立波传播方向夹角在
’

和
。

之间时
,

斜相互作用效果稍

弱于迎撞效果
,

而该夹角小于
。

时
,

则前者大于后者 文【 〕
、

【 〕中的结果可视作本文的

特例
。

二
、

推广的 方程的导出

我们讨论两层不可溶混的常密度不可压无粘流体的无旋运动
,

考察如图 所示的位形

,分
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, 留 口 之“ , 人 丫 , , 几 二 , 夕 , 户

、、

一,

丈几之二多汤算慕
,

一 ”

设上下层流体的密度比为 二
、

厚度比

为 , 扩
,

假定流体是静 稳 定 分 层 的

即
、

无穷远处静止的

令
,

和 。 分别为流体的水平速度

和铅垂速度分量
,

和 为流体的压力和密度
,

它们满足如下方程

日
君

口

口君

切

一
,

丫 点二石 二 。

图

口
二 筑

一

十
·

却 切
口

’ 一

祭
。

·

切

器 知
, 一 ”

妙
一

工通卑 。 。

口之 之 一

其中
,

, 一

备
,

命 为水平梯度算子
, 。为 重 力加速度

,

这些方程分别在两层流体中适

用
,

为简略起见
,

暂时略去了各量的下标 设在 界 面 二 ‘ 公 , ,

邻近的上下方流体的

速度分别为 言
,

才吉和 下, 下 考察 甸 , 为 ,

层
,

由 和 式
。一 ‘ ’ , 。,

一 ‘, ·‘

一班 ,一 二
‘ ’ ·

。‘二 , 。,

一 ‘, ‘

令

「苟 ’ , ,

口‘ ‘ 一 ” 忆 不 咭 “ 刃
‘ 该

显然
, ‘为扰动后的第‘层流体厚度

,

可得

才几 ,

不广一
·

界面上的运动学条件可以写成

‘ 为 在‘层内沿铅垂方向的平均值
,

由
、

式

人‘。‘ 八
· , 一 才

· 之

牙几
日之 十

口
八

· ‘

之‘

⋯
,

伴 百 一 玉一
百

·

之‘

甘备

由 式容易导得质量守恒方程

口 ‘

一
万丁 十 气八‘ ‘ 一 艺少

‘

下面按 浅水理论推导动量方程的新形式
。

引进小参 数 。 。 ,

对波幅 二 习
,

相对波数寿 , ‘ ,

要求动量方程准确到 户
艺

利用
、

式进行迭代
、

展开
,

得到

假定相



分层流体中推广的 此 方程和斜相互作用的孤立波

“‘一 ‘ , 平“ 一二‘
,一合

名
, 二一二‘ ‘ ,

。‘ 附吉一
·

玄二一二 。。 含

。公 , 争
‘

二卜合
, 名 、 一

,

一

根据 式

容易证实
,

准确到

蓄‘ 口 。考‘ 刃贾
, 口

“
‘公‘

由
、 、

式导得
, , 、

下
‘ ‘刀‘夕

士丽
‘”‘刀 命

’。

, 去份器“一

, , 、 , , 、

汀‘ ‘”‘

十万死‘”‘。‘万‘少 万互‘”‘万 二
一 “ ,

李‘ , 。

‘ ‘

,

利用〔 式
,

它们也可写成

鲁
。‘ ·

、。·

箭而
‘一 ” “一‘ ,

,

现在利用方程 导出 式的末项的表式
,

为此
,

先求出各层速度分量的具体形

式
。

在 二 ,

几 层内
,

利用 , 二
,

班寸
,

由 式得到

从而有

。 一 、一 合
‘ 。

, , 一
·

亨 。, ,

。, 一 、一 含
“ “、 。 ‘

一“

含
” 。 。吕

、 、

式可知
,

准确到 。 , ,

附畜 平 一
·

尝

由

因此
,

在
, 二 层内有

。忽一 ,一 ” ‘
·

‘, 一 ” ,一合 、 一 ”

功 一 , ·

士一
·

屯 一 。。, 名

。一 、一合
” ”

·

一
合

” 。吕

从而有

言
, , ,

十 了“ , , ‘

‘ 、 , 。 , , 。 , 、

‘ “ ,少十了 , , 三 一 , 十口‘犷 ,

对方程 关于 二 积分
,

得到

,

气万 叹凡
, , 言少

尸

,

一二 气 ,

尸
头 ‘,

一夕 一 一
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, , ,

二一 以 一 劣
艺

从 二 ,

一 。 劣 , , ‘ ,

一

丁
‘

祭
’

‘ ’‘“‘

取‘
,

利用 自由面上的动力学条件 、 ,
,

, 。 ,

二
,

得知对于成
,

介 有
, 、 , , , , 、 , , , , , , 、 , 。

一二一 劣 , , ,

一 之一气 十 乞少 十 一 十 刀 一‘

尸

合〔 一 ” , 一 ”, ,
·

“ “ ‘ ,

求出上式的水平梯度
,

并在该层内取平均
,

得到

不 一 、 一 , 。 。 、 乙 , , 一 。 、 八
, 、

二一 、 甘 气“ 宁 、 一
一

万 犷‘ ,‘至 ’

。 一下丁犷‘ 、 , 少甲以、‘一

尸 ‘

代入方程 取‘ ,

得到上层流体的动量守恒方程
, , , , , 、 , , , 二 、 , , , 、

书碧
一

。
·

。 四 一音 , · , 一 令 委
·

二‘ 一 “ , 一 “ ’

口 、 ”月 ”, ,
’

, 、 下 一 二 ”汤 下 、 下

由 式得到

, , 、 , , , 二 , 。 ,

。 , , 、

一二一 气苏 , , , 少 。 一 , ‘一 下刃 三 名 十口钾 ,
尸 ‘

式中取‘ ,

利用 式
,

可知对
,

介

有

洁
。‘

,

。一‘,一〔。”一“笼“
·

。‘一
晋

”
·

。 , 〕

只 , , , 。 、 。 , , 、

一 ‘ 一 少十 万
‘ “ ,‘ 之

一
” , 少口‘ 一

,

从而得到

气二竺 , , 气

二丫 一 叹 少
尸

一 。 ” 。“卜 合
” ‘“

·

“ ·

一
音

·

。 ,
,

代入方程 取‘ ,

就导出下层流体的动量守恒方程

口 ,

二
。 , , , 、 , 。 , , 、 , ,

石丈
一

个 一
“

王十 十 名少一吸石 一口 名 气 一少
甘奋 、

, 。 ,

一下 口月 , ‘少
‘ 一

现在
,

采用如下的特征量进行无量 纲 化 长度
,

原来的记号
,

只是去掉平均速度记号上的短划
,

且令
, 亡

,

亡

方程组
、 、

化成

速度犷百万云 时间斌万玉百
一 , 保留

瓮
、

·
。, ·

‘““ ,一 。
,
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伶
·
。

·

‘“名“ ’一

鲁
。

·

。 一
告

一

· ·

。 ,

, ,

一万口 一 ’

姚‘少
‘

鲁
。

·

。 , · 一香
·

。, ·

卜合
·

。 ·

卜

令方程 的中
,

它与方程 一起是熟知的单层流 体 的 无 量 纲 化 方

程‘’“ ’,

所以我们可以把方程组 称为推广 的 方程 在线性化近似

下
,

它们变成
,

一 二 。

雪 一 二

宁
’ , 石丁 宁 君

咨

亡, 乙二
, 口

器 代 弘

鲁鲁

对应的特征方程为

一 一 一 二

它有解

。 一合。、 士“石二刁预石砰 ,

,

和
一

为线性重力波波速
,

分别对应于快模式 表面模式 和慢模式 内模式

三
、

斜相互作用孤立波的摄动解

我们以方程 一 为出发点
,

采用约化摄动法和 方 法来求斜相互作用孤

立波的二阶近似解
。

为简单起见
,

仅考虑两种相同模式的相互作用
,

即来碰孤立波的波速主

值 。要末同为叭
,

要末同为
一

另外
,

我们仅考虑两对孤立波之间的弱相 互 作 用
,

即 假 设
‘ 功一必, 》‘ 这里 叻一扩 为两对来碰孤立波传播方向的夹角

设两对孤立波的初始传播方向分别为

功
,

沪
,

叻, ,

护,

作如下变换

乙 , ‘ ·

一 一 。 , 。 舀,

舀, 二 。, , , ·

一 一研
。甲。

任

其中 二
,

, , ,

为波幅因子 , , 为待定常数 , 君产 和 物 约为待定的相移函数
,

由消除

长期项的条件来确定 取 式中的
十

或 一

引进列向量

, 氛梦 , 亡 雪 “ , ” “ 、 ,

并且展开成

二 ‘ , 。 ‘ , ⋯

下面按照约化摄动法〔’之 ’的步骤求各阶摄动解
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把 式代入基本方程
,

先考察 。 ‘

的方程

一
日 ‘ 少 , 、

口 ,

十
‘

一 少一又 。 一

·

其中
,

八”甘

沪

沪

沪

砂

功

叻

功

势

叻 叻

劝 沪

,

了夕‘口、、

一一

而把 中的沪换成犷即为 , ,

为单位矩阵
,

容易验证 二 。士

为矩阵 和
产
的特征值

,

相应的

右特征向量和左特征向量分别取为

二

一

功

功
,

详专 ,

云乙砰 ‘ ,

名一

叻
,

功
,

,

币
一一一二 职

一
价

,

一
, 。 一

,

含
。 ,

,

告
。、 ,

,

告 一 · ,
,

告 一 , 。‘ ,

, 一
, 么一

,

合
。 ,

, ,

告
‘ ,

, ,

含 一 ,一含
。 一 ‘ ,

,

这里我们只需求出准简单波解 「’ ’,

因而方程 有解
“ , 占 蚕,

尸

其中 “ 和 “
尹

为待定函数
,

由下一阶近似确定 一阶界面升高为

乙‘登
’ 。 君 夕 雪

,

现在确定二阶近似解 利用 的式
,

由 砂
‘

的方程得到

二 、
口 沟 。 ,

了
‘拟一 少一。看 十“ 一

蔺
卜

十 。订
一

瓦歹十 。 万萝『十 才 刁梦

, 一 粤共 粤
。

粤 杂
,

粤
一 。 川

与 “ “ “

其中

二 一
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、、,口夕
名

一 名

, 叻

叻

,
甸

二 宁 口 宁、 石

口 名

名一

了
一二 宁 宁二 ,

、 艺

忿

合

合

一
吕

了
吕一

名一

,

,

,

,

了‘

一一

,

、、

么

名一

吕一

护

沪

了了‘

一一

叻一叻, 一 。,

一 功一沪,

不〔刁万

名

〔‘ 。 , 一 ,
‘

,。气谷
。 ,

〔卜 , 一 ,
‘

,

沪 沪一砂, 一 。 ,

砂一 沪,

沪 叻一劝, 一 。 ,

叻一 叻,

一

一

一 , 一 , 一 ,
, 。一

舟
。。 尹 。。 ,

一
,

·

, , 一 , 一 ,
, 。一

舟
。。。·

, 一 ,
·

了口

把 ‘ , ,

和 中的
, ,

叻
,

护, , 。。· , 夕换成
, ,

护
, ,

护
,

甲。‘ ,

就得到相应的 ‘
, ,

和 尹 。

令
‘ , 占

,

舀, 雪
,

舀,

尸

代入方程
,

并左乘以
,

得到 “
,

扩 应满足的方程
, 一

曙 备 尝 令 奋

粤
。

粤 票 , 粤
一 。

“ “‘ “ “

其中
, 一 一 一 叻一势,

, 一 恶 ,

言 一 , 沪一沪,

二 吕刀
,

二 刀 砂一沪,

。一

如
犷

,

一扣人 ‘, 一 ’

沪一梦,

加 一
,

一 协一沪,

, ‘。 盯 叻一沪, 名 砂一吵,

而

沪一
昌一

, 刀
尹一

一
吕

犷二 尸
一

吕一
加 一

对于 “
,

梦 可得类似的方程
。

为避免在 中出现长期项
,

须令
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一
戴

尝 , 奋
十

令
一 一 。

我们这里不讨论刀二 的临界情形
,

于是可令
,

立

方程 化为

了
。 ,

一 〕不 一 一 〕万 一
“ “

犷 尹

叨 心
“

由无穷远处静止的边界条件
,

得到 孤立波解

‘
一

“’

了黔
类似地可得

。

一
”

了孚
“,

根据消除间接长期项的要求【“ ’,

须令

二

由此得到

“。 ,

一

责
“、 ‘

,

, 势一功,

一 沪一砂,

从而有

一

命 朴 ’ ’一

韧丫叭
·

了要
, 一

类似地可得
, 。一

命二

戒
, 、一

笋了酮
、

了孚
一

在条件 和 。 之下
,

方程 一 有解

一
静 ‘ ’ ’一 ’。 。“‘ 。 , ’

“ , ,

其 中

二
沪一叻, 沪一势,

一 护一护,

而人 舀为待定函数 类似地有

。 鲁
, ,

, 一 。 , 。, , 。 。, 。 ‘

乙
一 厂

夕 扩 也是待定函数 和 照例应由下一阶近似确定
,

为了避免繁复的数学运 算 特别是

还要求出高一阶近似的基本方程
,

考虑到 约和 三
产

只不过是一维孤立波解的二阶修正

的一部分
,

可以借用【 中已得到的结果
,

即
,

和 由 中的 给定 把 式代入
、

式
,

再由 式
,

就得到

了二阶解
,

显见
,

界面升高的二阶项为
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, 。 、 , , , , , , , 、 。 、, , , , , 、 ‘ 。 ,

‘ 一 ’

气材一 兀 少叹 一 一

十
一 一少十 厂一不一

式 刀吸
一

十
一

少十乙 。。
、 ‘

。

至此
,

我们 已求得了二阶摄动解
。

四
、

波形和最大振幅

由 和 式容易算得二阶界面升高为

‘ ,
, 。 。 , , , 刀 , ,

, 尸一粤尸 、 向
、 ‘

’

【
。 一

专
。

〕
, 。 、 , ‘ ,

。一 。一

去
岛

自由面升高为

人们习惯用来碰孤立波的最大波幅。 和红来表示各物理量
,

显然

。 一 〔
,

。卜
。 。

含
。 一 。, 〔。

,

卜功

州 合 。

因弧 在二阶近似下界面升高可表示为

亡 。 。。夕一 。盛 一 一 。里 , 夕一 要

写成显式

亡‘ 一 。 名 名

一
。 , ,

,
乙 一 忍 名 ,

其中
一

令
, , 一

合 。 合
。·

」【
·

卜 ‘ ‘· ,

,
十 —丈、了平

,二
’一‘ ,

, 一

令
‘ 卜合

尸 。 合 二

一
‘ 二 ,“

,
个 —八 玉爵

,二 一‘ ,

现在容易算得界面的最大波幅为
二 二

亡
,

二 ,。 。 。

考虑几种特殊情形 对于迎撞情形 功一扩
,

,
,

。 工 本文结果与【 」中相

同 , 对于单层流体情形
, , 。

,

粤
,

‘

。

厂二二

—吸
。
衬二二二卜下

侣
上述结果与 ’所得的结果相
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符
,

也与 〕
、

〔 」中的二阶结果一致

考察上述结果
,

发现斜相互作用效果体现在因 子
,

中
,

而对最大波幅而言
,

则由因

子 即可确定
,

现把 的数值列表如下

表
, 一叻,

门 而 〔

芝

“

。 。

习

一

。 。

由此表可见
,

当两对来碰孤立波传播方向夹角在
’

与
。

之间时
,

的 值略低于迎撞

情形
,

因而斜相互作用效果稍弱于迎撞效果
,

由于这时偏差至多 为 肠
,

一般可忽略不计 ,

而该夹角小于 丁时户主值可以有很大变化 例如垂直相互作用情形的 值为迎 撞 情 形 的

倍
,

这时斜相互作用效果可能远大于迎撞效果
·

必须指出
,

本文的近似仅适用于 “ 沪一训 》。 的情形
,

对于相反的强相互作用情形

需要另作讨论
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