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用拉格朗日等参数单元计

算应力强度因子

中国科学院 力学研究所 吴永礼

摘 要

木文证 明了在二 次或三 次拉格朗日等参数单元 中
,

假使边上点和内节点移

动适 当的位置即可 产生奇异性
。

在标准的拉格 朗日等参单元 中
,

使一边缩并成

一 点
,

成为三 角形单元
,

再适 当的选择边上点和内节点的位置
,

可 以在单元的

角点产生奇异性
,

因而
,

可 以计算应力强度 因子
。

在奇异元外面
,

适 当移动边

上点和内节点可 以形成过渡元
,

可得到较精确的结果
。

通过几个例子表明
,

用

这种奇异元
,

只要较少的单元数和节点数就能得到较精确的结果
。

一
、

引 言

有限元法是计算应力强度因子的有效方法
。

在用有限元 计算应力强度因子的各种奇

异元中
,

有两类单元比较好
。

一类是 由八节点或十二节点的四边形等参元 所 谓

行 族 所派生的奇异元 〔‘一别 ,

这种单元就是常用的等参数单元
,

只需适当改 变 裂

纹顶点单元的边上点坐标
,

就可使应变具有
一 ‘ “奇异性

,

不必作程序上的修改就能用来

汁算应力强度因子
。

这种单元是协调单元
,

满足收敛准则
,

因此
,

这种单元是工程中较
一 泛应用的一种单元

。

杂交元是计算应力强度因子的另一类单元 〔卜 ”〕,

杂交元的优点 是

一般可以用较少的单元和节点就能得到较精确的结果
,

但杂交元的缺点是程序比较复杂
,

计算结果有时不太稳定
。

本文将证明用拉格朗 日多项式作插值函数的等参数单元具有上述等参数单元相类似

的 胜质
。

将四 边形的一边收缩成一点而成三角形单元
,

再将边上点和内节点移动适 当的

位置
,

可以使单元的应变具有 “ 奇异性
,

从而可以用来计算应力强度因子
。

此外
,

这

种单元也可 以有过渡元公式
。

最后计算 了几个例子
,

计算表明
,

用这种奇异元
,

只需较

少的单元和节点
,

就能得到较精确的应力强度因子
。

而且这种单元是协调元
,

满足收敛

准则
,

程序比较简单
,

所以
,

这种单元是比较好的一种计算应力强度因子的单元
。

工 年 月 日收 到
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二
、

奇异性的形成

二次拉格朗 日等参元

二次函数在每个方向可 以有 三个节点
,

因此
,

二次拉格朗 日等参元是九 节点 单 己

节点编 号如图 所示
,

各节点的形状函数是
仁

、、口
‘,,

,

言一 邑,乞夕 王 了 , ,飞 邑,乙月,月,

任

, , ,

‘一 二 ‘ 一 邑
, ‘ ”, ” ”, , ”,

刀
, 一 十 一 。 夕 , ,

, 一 一 邑 一 甲

“

二
,

今

图 二 次拉格朗 日单元
,一

式中 氨
, 门, 为节点在 七

,

月坐标系中的坐标值
。

加
气曰

一‘

将节点
, ,

缩并成一点
,

节点 ,

峪 劣 ,

,

取 分点的位置

。 一 戈 , ,

朴 一 戈 十 ,

之 一

夕

夕

一

场

一通 白 十 劣 , 为一 十

,

一 ’

几

节点 则取在中分点的位置

一

少
一 二 ,

二
, 。

乙

将
,

式代入坐标变换公式 二

艺
‘ ‘’

兰 沙 , 中
,

那 么可以

得亡

﹄

,,
月
一

月一一
一

一
十

一 夕 十

凡一户
邑 “

一 月

一
,

一 夕工
毛月一。‘
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下面来证明在这种情况下的单元在

坐标原点在单元的顶点
,

如图 所示
,

常数的方向上
,

应变均有

即有 二 夕 ,“
,

公式

一 , , “的奇异性
。

取

可以写为
一

户
一

一

笋了门一
一

一 月
介 十 一厄一

, 邑歹

了

、
、了、、、

一一一一

匕辈
目 已

, ,

图 退化后的二次拉格朗 日单元

记 左 , 。 ,

二 夕 “ ,

由此可以解出

日“ 为 燕
,

代入公式 后有
一

普一性于丹钱认
一

行
一

若
一

冷
“

一

些

日土
, 下爪

一

又 一
决鑫气气彝兰攀

将公式 代入公式 的第一式
,

并注意到 ‘ 一 印幼 于是可以得到

一
十

丫
一

参
一

二 嚼
、干 、 妙三 印凶丝
妙 一 日

杯
一

砰

、
、、

旦丝二 塑
一

、
。 , 、。 。 , ‘

月 口犷

邑一一

在极坐标中的应变分量为

令 性
、分

口

令
, 成 十 研 耳、一 。 。十 。

州
么 、

一

北 ”。
’

””

甲 ‘
。 。一

一

自令
· ‘

拿瞥

业
、

些 它琴、
“‘ 。。 。 ,、 。

日 ‘ 口 。

户 、

业 些、一 , 。 。 ”
’

洲 口

式中 瑞 , 。 , 分别为各个节点在 二

得出

坐标系中的位移分量
。

从公式
、

可 以
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一

嚣一 ,
, 。 一

,

器一 ,
‘“

、,、了、,、甘,

,

‘、、、

、、了苦了其中

一

豁
一 。 ,

卜 ,

‘ 。卜尸
‘ 一 跷

撰犷暮尸四 〕咧

, 。 、 一 一 存 一 日
之 一 万 丁 一 一一 石 万二弓 二 一 万

气

只
二

一

一
贾一一 。

、

、

气 一 夕以 一 介 日 白 一 日

, 一 。 、二 。罗鲁认类兽、、、
从形状函数

, 的表达式 」
一

,

并利用公式
,

可以得出

, , ,

, , , , 。 ,

践北践洲

其 中 , , , , , , , , , 仅是极坐标 中 的函 数
,

一 ,

,

⋯
, 。

其表达式比较繁冗
,

这里就省略了
。

将表达式
、

代入 公 式

后可以得到
￡

一 。
一 ‘ “

。一
一 ’ 。 一 ‘

￡·。 , 一 ’ 一 ‘

其 中
, ,

‘
, , ,

人, ,

几。 , , , , ,

都 是 的 函

数
,

并与 “ , , 。 , 有关
,

而与半径 无关
,

其形式为

。 一 名
, , 。 。 ,

。 一 “ 国
, , , 。 。 ,

的

, ” 一 名 〔 , 了 , 。 。 。 〕一 。 , 。 。 , 。

一 习 〔 , , 。 , 。 。 〕一 “ , 。 。 , 。

二

一 ,

艺
, , 一 , 。 。‘ 。。。

, 一 习 〔 , 。 。 。 , , 。 了 〕“ , 。 。 , 。

, , 一 “ , 。、
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, 。 一 习 ‘〔 , , 。 , 。 〕。 , 。 。、‘ 。

雀 二

, 一 , 。 ,

。 。 一 。 ” 习
, , “ , 。 , ‘ 的

从公式 可 以看 出九节点派生的奇异元的极坐标应变分量在

有
一 ‘邝 和

‘

的奇异性
,

现在研究
一 ‘ 项的系数 凡 。

, 。

一 常数的 方向 卜

叻
。 〔 。一“ , 一 ‘ 。 , 。 一 。。 〕月

‘

〔。 , 。‘一 。 。 , 。‘ 一 。。 〕月

可以看出
,

若节点
, ,

合并成一点
,

并有 “ , “ , 。 , 一 。 。 的约束条件
,

则

瓦 二几 二
,

因而
,

应变没有
一 ’的奇异性

。

若没有这个约束条 件
,

则 应 变 有
一 」

的奇异性
,

这个情况是与八节点派生的奇异元相似的
,

文 献 〔 〕就是利用这种情况

来计算理想塑性问题的
。

直角坐标与极坐标的应变分量转换关系为
。二 。 “ 一 。。 。。 忿

。, ￡ “ ￡, 。 “

二 , 二 一 “。 。 ,

一 “

好

因而
,

应变
, 。 , , 。 ,

也有与 ￡, , 艺。, “ , 。相同的奇异性
。

为 厂提高精度
,

可以在奇异元周围布置一层或几层过渡元
,

过渡元也是通过移功边

点和内节点的位置来达到在单元中有
‘ “ 的位移项

,

也即应变具有
一

”“。

可以 证 明
,

过渡元的边上点和内节点的坐标 计算公式与文献〔 〕中相同
。

例如
,

对于图 中的过波

元
,

节点
, ,

的坐标计算公式为

丫 , 十

一 一

一 —
杯兀

“ 杯可 杯可
“ , 一互经压兰叹卫

式中
, ,

⋯
,

的 为各节点到裂纹顶点的距离
。

至

图 二次拉格朗 日过渡元

‘

三次拉格朗 日等参元

三次拉格朗 日函数作形状函数的等参数单元在每个方向上有四个节点
,

这时
,

形状

函数为 图
。
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七,鑫

卜口﹄﹄
,‘卜

、

,上
,土,上

了

图 三次拉格朗 日单元

晋、
‘ , ‘ ”, ” “ 一 ‘ 。 一 ‘ ,

, 一 , , ,

一 邑 邑,邑 刀,月 月忿一 , ‘ , ,

、、一

了

萝

一芫、 一 。 。”萝” , ‘ , 一 ‘ ,
,

, , ,

, 一

揣
‘ 。 “ ‘ 。”‘” , ‘一“’ ‘一 ””

,

玄 , , , 一

将节点
, , ,

缩并成一点使之成为三角形
,

边节点和 内节 点
, ,

, , , ,

分别取 和 分点的位置

弓 气
一

一与 不卜 十 一 而 夕 ,

节

十一一幻劣一

沼任

戈︻

一
︸

节点
, , , , ,

巧 的坐标公式与此相似
。

节点
,

则仍取在 正 常 的 ,

的位置

为 感 , 十 。 , 不一 , 十

卜

劣 。 一 二一 劣 十 石一 十 一”劣

口

将公式 , 一 ‘的 代入坐标变换公式 ‘ 一 艺 邵 , , ,

二

艺 理 , 可以 证 明

坐标变换公式与公式 相同
,

于是可以用相同的方法证明此单元在 。常数的方向

上应变具有
一 ’ 的奇异性和

一 ’
的 奇异性

,

从 而可以用来计算裂纹问题的应力强度因子

和理想塑性问题
。

对于过渡元则有下列坐标计算公式 图

杯万 订可
“

一 一
一

亏 一 ,

杯 , 侧

节点
, , , , ,

的坐标计算公式与此类似
。

可以将上 面形成奇异元和过渡元的公式推广到任意 阶拉格朗日等参元中去
。

对于
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、

伙

一图 三次拉格朗 日过渡元

、阶拉格朗 日等参元
,

先将一边缩并成一点
,

然后将边上点和内节点分布在
以

’分点

的位置
,

其中
, ,

⋯
,

一
。

例如二次元
, ,

则 一
。

三次元
,

, , 。

依此类推可用到高阶拉格朗 日单元
。

但是
,

一般计算用二次元较多
。

二
、

数值例子和结论

为了检验拉格朗 日等参元所派生的奇异元的计算精度
,

计算了几个例子
,

在计算中

分二种情况作对比
,

一种是只采用裂纹顶点周围的奇异元
,

另一种在奇异元周围布置二

层过渡元
。

二种情况的计算结果相差不大
,

但是在用外推法来求应力强度因子时
,

有过

渡元时线性较好
,

因而
,

下面给出的结果是有过渡元的情况
。

受均匀拉伸的单边裂纹板

由于对称
,

只需取一半就可以了
。

单元网格如图 所示
。

计 算 了 一 ,

二

种情况
,

评
,

为板的一半长度
,

研为宽度
,

为裂纹长度
,

二种情况计 算 结

果相同
,

说明 不 》 即可作为无限长板处理
。

时
,

单元数
,

节点数

才 一 时
,

一

单元数
,

节点数
。

用外推法得到无量纲应 力 强 度 因 子 一

杯 蔽犷
,

用最靠近裂纹顶点的节点位移直接计算得到的
。

文献 〔 〕

用 个单元
,

个节点计算所得的 尤 外推法
。

文献 〔 〕的解析解为
,

文献 〔的的级数和积分变换解得
,

研均为
。

受均匀拉伸的双边裂纹板

由于对称
,

只需计算 就可以了
,

网格同前
,

这时
,

板宽为 研
。

本文经外推 法

和位移直接计算所得的 为 和
。

对于 才二 ,

二种情况结果相同
。

文

献 〔 〕对 研一 的情况
,

用 个单元和 个节点
,

所得的 为 一 甘心

文献〔 〕对 班 的情况
,

用 个单元
,

个节点
,

所得的结果为 或

文献 〔的 给出 文献 〔 〕给出 , 文献 〔
,

〕均为 附 的结果
。

受均匀拉伸的中心裂纹板 一
, ,

计算 的部分
,

网格同前
,

为裂纹长度
,

本 文 结 果 为 和 文献

〔 〕对于 附 的情况
,

用 个单元
,

个节点
,

得到 , 文献 〔 和 〕对

艺 工厂一 的情况分别给出 和
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,

受均匀拉伸的中心裂纹板
,

计算 部分的网格如图 所示
,

所用的单元数为
,

节点数为
,

计 算 结 果 为

一 或 文献 〔 〕用 个单元和 个节点
,

计算结果为 文献 〔 〕的复

变函数法计算结果为

受均匀拉伸的中心裂纹板 一 , 一

计算网格仍如图 所示
,

本文计 算 结 果 为 或 文献 〔 〕的结 果为
。

通过上述五个例子可以得出如下的结论

用拉格朗 日等参元所派生的 奇 异元可以较精确地计算应力强度因子
,

所得的

结果与其他数值解或各种奇异元的解都相当接近
。

一一

丫丫丫丫才产产产 厂厂厂厂
图 算例

, ,

的 网格
, ,

图 算例
,

的网格
,

本文所提供的奇异元与文献 〔
,

〕所用的等参元相比
,

所用的单元和节点

数可以少一些
。

本文所用的奇异元的单元和节点数大致与杂交元 〔‘ , 〕相当 略微少一 些
。

但

是
,

本文的奇异元是协调的位移元
,

这种单元在许多程序系统中已经使用
,

所 以使用方

便
,

而且收敛性是得到保证的
。

因此
,

这是一种比较好的单元
。

可以用来精确地计算应

力强度因子
。
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