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连续系统稳定性问题中的李雅普诺夫直接法

朱如曾 谈镐生
( 中国科学院力学研究所

,

北京 )

摘 要

关于连续系统 (如弹性系统
、

流体系统 ) 的态空间往往构成非局部紧致的度量空

间
.

本文将对这种类型空间上的动力系统建立不变性原理
,

由此导出一系列渐近稳

定判据
,

并在更弱的条件下导出不稳定的判据
.

一 已!
.

会
.

、 . 口 . `二

近年来
,

将李雅普诺夫直接法 Ll] 推广到连续系统
,

这一研究方向 受 到 了 极 大 的 重 视
.

z u

bo 、 2[] 和 M ov 山
a

护
, 获得了与李雅普诺夫的经典理论平行的适用于一般度量空间中动力系

统的一系列结果
.

在处理稳定性问题时
,

这些结果都是强有力的
.

然而在处理渐近稳定性问

题和不稳定性问题时
,

为了利用文献 [ 2 1和 L3] 的定理
,

就必须找到时间导数为正定或负定的李

雅普诺夫函数
.

这样过高的要求使定理使用起来很不方便
.

例如
,

对于耗散的物理系统
,

往往

自然地存在能量函数 V
,

它随时间单调减少
,

然而其时间导数 夕并不负定
,

而是半定的
,

因而

不能选作文献 LZ ]和 L31 所要求的李雅普诺夫函数
.

这一困难对于有限自由度系统和无限自由

度系统都是存在的
.

为了把护的正定 (或负定 ) 要求降为半定要求进行了一系列工作
.

1 9 5 2

年
,

B a
P6

a -lll 二 和 K pCa OB c K
哺叭

51 减弱了李雅普诺夫定理的假设
,

只要求 护半定即可
.

后来
,

La as ell[
`
,v] 发展了文献 〔41 的结果

,

对驻定系统 (定义在
。
维欧氏空间 R

”

上 ) 建立了更一般的
“
不变性原理 ”

.

1 9 7 9年
,

lll ec Ta Ko 护 〕 用 V 函数确定了 。 维欧氏空间上的非驻定系统的极限

集
,

进一步推广了 L a s o

ell 的工作
.

然而要将文献〔4一 8] 推广到在非局部紧致的度量空间
二

丫
上定义的动力系统 中去

,

却存在着严重的困难
,

原因是
“
不变性原理

” 的成立本身要以有界闭集

具有 自列紧性为前提
.

H eal 9[] 和 Sl e
m

r

od 〔, 0J 在这方面作了一些研究
.

本文将对非局部紧致的度量空间中的动力系统建立
“
不变性原理” ,

在此基础上给出渐近

稳定定理
,

并在更弱的条件下给出不稳定性定理
.

连续系统的状态变化所决定的动力系统
,

通

常都属于非局部紧致的度量空间
.

二
、

记号和基本定义

R 一 (一 oc
,

oc )
,

实数 ; R +
一 〔。

, 。 。
)

,

R -
~ (一 oc

,

0] ; j 犷 表示度量空间 ; 若 x ,

夕 〔
L月厂

,

其 i闭距离记为 p (
x ,

夕)
.

本文 19 82 年 1 0 月 9 日收到
.
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定义 1
.

“ 为
二

矿 中的动力系统
,

是指 “ 满足如下三个条件

( l )
u 是连续映射

u : 尺十 x ` 名厂一
`
习厂

,

( 2 )
u
( O

, x
) 一

x ,

( 3 )
u
(

t + f
, x

) 一
u

(
t , u
行

, x
) )

,

只需
r , 了 〔 R + , x 〔

.

矿
-

定义 2
.

通过 x 〔 j 厂 的正轨道 O +

(劝 是指

o + (劣 ) ~ U
,

, u
(
, , x

)
.

定义 3
.

y 为平衡点是指

o +

(夕) = 夕
.

定义 4
.

集 M 仁
.

戈了 称为不变集是指
,

如果 x ` M
,

则 。 +

(劝 c M
.

(按通常习惯
,

这样定

义的是正不变集
,

因本文只涉及这种不变性质的集
,

故简称为不变集
.

)

定义 5
.

V 是 G c
几

月厂 上的李雅普诺夫函数是指 V 满足如下三个条件

( )l :V 次了 ~ R
,

( 2 ) v 在 云上连续且有下界
,

( 3 ) 在 ` 上
,

广 ( o ,

其中

定义 .6

E 中最大的不变集称为 M ; 云

定义 7
.

令 W 卜月厂一 R
,

( l ) 邵 ( 二 ) ( 0 ,

当 x 〔 G ;

户一

黑令
〔V (

·
(
, , ·

, , 一 V (· ) ,

二
( l )

石 一 {
x
}夕。 ) 一 。 , x 〔 云} ;

中最大的不变集称为 M
。 .

G 〔 卜
丫

.

w 在 ` 上广义负定是指 w 满足如下两个条件
:

( 2 ) 设 D 一 {二 l
x 〔 J

,

w (二 ) = o } 非空
,

对任意给定的 6 > o ,

存在 刀 > o ,

只要 x 〔 `

和 p (
x ,

D ) > 6 ,

则成立 W ( 二 ) 毛 一 刃
.

定义 8
.

`
。

一 {
x
l
二 〔

`
充厂

,

F ( x ) <
。 , a

为某一实数 } ;

F 一 `

(
c
) 一 {

x
!
x 〔 ` 习犷 , F 物 ) ~ c , ` 为某一实数 }

.

此外
,

关于 。 极限点
, 。 极限点集 夕 (劝

,

不变集的稳定
、

不稳定
、

渐近稳定
、

吸引
、

吸引子

和吸引区的定义同文献【2』;正定
,

无穷小上限以及无限大函数的定义同文献【3 〕
.

三
、

E 的 吸 引性

定理 1
.

对 确厂上定义的动力 系统
“ ,

如果满足如下四个条件
:

( )l 有界集 G 上存在李雅

普诺夫函数 F
.

( 2 ) 存在
x 。 〔 G ,

使 o +

(
x 。

)仁 `
.

( 3 ) 护 在 [ o
,

oc ) 上绝对连续
,

其导数几乎

处处有上界 (或有下界 ) ;或者点
二一二

(
, , 二

0) 在 G 中变化的速率卒有界 ”
.

( 、 ) 夕 广义负定
,

则
’

一一
-

- -

一
- 一

`
- -

一
一

d t
一 、 ` - -

一
`

一 一

x
(

r , x 。

) * E
.

证
.

根据条件 ( )l 和 ( 2 )并利用文献 〔1 1] 的定理 3斗
.

1 得到 V 在 【o ,

极书民C

( 2 )

oc ) 上单调下降
,

并有

1im V = c -

( 3 )

办
汀Z
有界

,

指运动的道路 可度长
, 业

d t
存在并有界

, 一

F同
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进一步利用文献 〔 1] 1的定理 34
·

补 得

V (
x

(
, , x 。

) ) 一 V (
x 。

) 城

因此

夕 (
x
(
: , x 。

) ) d
了 ,

、 ,产、

,
于

J
什一1

了̀、 、

了、

{了
护 (

·

帆 x0) )打 > 一 oc
’

利用条件 ( 3 )的前一半
,

从 ( 4 )式得到

lim 护 (
x
(公

, x 。

) ) = 0
.

。
> o ,

当 p (
x ,

E ) > 6 时
,

必有 刀 > O
,

使 夕 ( 一 刀 < 。
.

对这一 刀
,

根据由于条件 ( 4 )
,

任给

( 5 )式
,

又必存在 了 , 当 ,
> T 时

,

有 。 > 护 ( x(
, ,

x0 ) ) > 一 刀
.

所以当 t
> T 时

,

我们得到必有

p (
x
(

x 。 , t
)

, 石 ) 钱
。

.

这就证明了 ( 2 )式
.

现在还必须从条件 ( 3 )的后一半来证明 ( 2 )式
.

用反证法
.

假定 ( 2 )式不真
,

即存在 。 > 0
,

它

具备如下两种性质之一
: ① 当 ` 足够大时

, x 永远停留在 ` 中 E 的邻域 N
。

( E ) 之外 (即 可
x ,

助 ) 。
)

,

因而也在 N动 ( E ) 之外 ; ②无限多次达到 N
。

( E ) 之外
,

故
二 必在 N 。 ( E ) 之外走过

无限长的路程
,

由于 x 的运动速率的有界性
, x 必在 N

:

z(/ E ) 以外停留无限长时间
.

因此对这

两种情况
, x 都在 N

。 /;

( E ) 之外停留无限长时间
.

由于条件 ( 4 )
,

必存在 , > O
,

使得在N
: / 2

( E )

之外
,

夕 < 一 刀,

所以

介 (x( 一
) )* ( 一 ,

!一一
积分区域是

p x(
,

助 ) 人
2

这与 ( 4 )式矛盾
.

于是 ( 2 )式得证
.

推论 1
.

若将定理 1 的条件 ( 2 ) 改为
: ` 为某 G

`

的一个道路连通分支并且
x 。 〔 G ,

而其

它条件不变
,

则定理 1 仍然成立
.

证
.

根据 G
。

的定义 (定义 8 ) 和 护 ( 0 及 x 。 〔 G 可得 V 随时间单调下降
,

并且 。 +

( x0 ) c

`
。 .

又 ` 是 `
。

的一个道路连通分支
,

及运动的连续性
,

及 x 。 〔 G ,

所以 。 +

( x0 ) c G
.

这就是

定理 1的条件 ( 2 )
.

证毕
.

四
、

不变性原理及其推论

引理 1
.

对 谈扩 中动力系统
“ , x

“
月了 ,

其 ` 极限集 口 (幻 如果非空
,

则必定是闭的不变

集

因为 确了非紧致
,

故必须假定 口 (幻 非空
.

其余证明与文献 〔2〕 p ZI 相同
.

引理 2
.

M
。

是
L习了 中的闭集

证
.

M
。

是不变集
,

从文献 [ 2 〕定理 2 知
,

厨
。
仍是不变集

.

因为 M
。

仁云
,

所以虱 c 万
.

可

是按定义 6 ,

M
。

是 云中最大不变集
,

所以 M
。
D M

。 ,

即 M
。
一 M

。 ,

引理 3
.

若 E 在
. J

习厂 中相对列紧
,

且 当 , ” oc 时
,

式 )t ”

证毕
.

E
,

则对任一序列 {
t ,

}
,

只要
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1, ,

一 二
,

则序列 {x(
t 。

) } 的极限点集口 非空
,

并且 夕二石
.

证
,

因为 x( )t * E
, , ,

* oc
,

所以 x(
,
户一 E

.

因此
,

容易找到序列 { y
,

}
,

yn 〔 石
,

使
p ( y

, ,

x(
r ,

) ) ~ 0
.

由于 E 在
. 浏

之厂 中相对列紧
,

故存在 。 〔
L

丫
, 。 是 { y

,

} 的聚点
.

因此也必

定是 { x( ` ) } 的聚点
.

因为 y
。
` 刀

,

所以 。 〔 万
.

证毕
.

定理 2
.

(不变性原理 )除定理 工的条件外
,

再补充以 E 在
L

丫 中相对列紧
,

则 夕又
x 。

) 是非

空
、

自列紧的不变集
,

且存在某一实数
` ,

使

夕 (
x 。

) c F 一 `

(
c
) 门M

。 ,

( 6 )

当 t
~ oc 时

,

x
(
, , x 。

) ~ 夕 (
x 。

)
,

( 7 )
x
(
, , x 。

) ~ 对
。 ,

( s )
二
(

t , x 。

) ~ V 一 `

(
c
) 日M

0 .

( , )

证
.

定理 1 已证得 ( 2 )式成 立
,

又由于 E 在
七习厂 中相对列紧

,

故可利用引理 3 得 口( x0 ) 非

空
,

并且

夕 (
x 。

)仁云
.

( 10 )

所以 。 ( 勒) 也在
t

理
r

中相对列紧
.

利用引理 1 知
,

口 ( x0 ) 是闭的不变集
.

所以 。 ( x0 ) 自列紧
.

现在证明 ( 7) 式
: 用反证法

.

设 ( 7 )式不真
,

必存在 6
> o

,

和 { x( t
。 ,

朴 ) }
,

li m , ,

一 oc
,

满足 p (
x
(

t , , x o

)
,

夕(
x 。

) ) >
。

.

由于 ( 2 ) 式和 五在
L

习厂 中的相对列紧性
,

利用引理 3 得 {
x
(
, 。 ,

x0 ) } 有至少一个极限点 。 〔 磨 (丸)
,

这与

p (
x

(
r。 , x o

)
,

夕 (
x 。

) ) >
。

相矛盾
,

故 ( 7 )式得证
.

由于 夕 (芍 ) 是满足 ( 1 0) 式的不变集
,

故 口( x0 )仁M
。 ,

又由于 ( 3 )式及 V 的连续性得 口 (
x 。
) 任

v 一 `

(
`

)
,

所以 ( 6 )式成立
,

从而 ( )s 式和 ( 9 )式也成立
.

证毕
.

我们要指出
, E 的相对列紧性条件在许多实际情况是被满足的

.

例如耗散的物理系统
,

当

把机械能取为李雅普诺夫函数时
,

夕 一 。就表示耗散不存在的状态
.

这对应着系统内部相对

运动停止
,

因而运动所对应的所有状态退化到
屯
必厂 中一个超曲面上

,

此时往往 E 是相对列紧

的
.

以粘滞流体为例
,

耗散不存在就对应着流体作整休刚性运动
,

相空间退化为六维欧氏空

间
,

其中的有界闭集是 自列紧的了
.

推论 2
.

对
L

戈了 中动力系统
u ,

如果下面六个条件得到满足
:

( l ) G 二
` “ 尹

是有界开不变

集
,

( 2 ) G 上存在李雅普诺夫函数
,

( 3 ) M
。
仁 `

,

( 4 ) 护在 LO
,

oc ) 上绝对连续
,

导数几乎处处

有上界 (或下界 ) ;或者
工 在 ` 中运动的速率

。 一粤 有界
,

( 5 ) 护广义负定
,

( 6 ) E 在 、 中
一 一

-

一 d t 一
’

一

”
’

一 ’

一
、

一 一

相对列紧
,

则 M
。
是一个吸引子

, G 属于 M
。
的吸引区

.

证
.

由于 G 是不变集
,

故只要 x0 〔 G ,

必有 0 +

( x0 ) 〔 G ,

再考虑到条件 ( 2 )
,

( 4 )
,

( 5 )和 ( 6 )

便可利用定理 2 得
,

当 ,
一 OC 时

,

x(
, ,

x0 ) ` M
。 .

从引理 2 知
,

M
。
是闭集

,

结合条件 ( 3 ) 并

考虑到 G 是开集
,

故 G \ M
。

是 M
。

的邻域
.

因此 M
。
是吸引子

, ` 属于 对 。的吸引区
.

推论 3
.

对
`

丫 中动力系统
u , 二。 〔 G

,

为了找到某一实数
: ,

使

lim p 〔x
(

r , 尤。

)
,

材
。
U F 一`

(
c

) ] 一 o ,
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只要如下五个条件得到满足
:

(1)F 是有界集 ` 上的李雅普诺夫函数
,

( 2 ) G 是某 G
。

的一个

道路连续分支
,

( 3 ) 夕在 [ 0
,

oc ) 上绝对连续
,

导数儿乎处处有上界 (或下界 ) ; 或者 x( )t 在 G

中运动的速率
。 一李 有界

,

( 、 ) 护广义负定
,

( 。 ) E 在 、 中相对列紧
.

.

_
- -

一 d t

证
.

由推论 1 的证明过程可知
, x 。

仁 G 和条件 ( 2 ) 保证 0 十

( x0 ) c G
.

因此
,

所有条件符合

定理 2的假设条件
,

故本推论成立
.

推论 4
.

在推论 3 的所有条件之外
,

再加上对每个
` ,

都有 M
。
自 v 一 `

(
`
) 只由有限个孤立

点所构成的条件
,

则 x(
, ,

x0 ) 必定随着初条件
x 。
的不同而趋向于孤立点之一

,

并且它必定是

月艺衡点
.

证
.

由推论 3 得 x(
, , 朴 ) ” M

。
自 v 一 `

(
`
)

.

若 x(
, ,

x0 ) 不是趋向于孤立点之一
,

则必定

有多于一 个的极限点
.

又 由于 x(
, , x0 ) 对

` 的连续依赖性
,

无论多大的 T
,

当 ,
> T 时

,

为了

使 x(
, , x 。

) 从一个聚点附近达到另一个聚点附近
,

必定会在某一时刻
, 。

> T 与各孤立点有大

于某一正数 刀的有限距离
,

此 , 只取决于 M
。

n v 一 `

(
:
) 的性质而与

` 无关
.

这就与

x
(
, , x 。

) 一 M
。

门 F 一 `

(
c
)

相矛盾
.

这就证明了 x(
, , r

o) 必定趋向于孤立点之一
这些被趋向的孤立点是某个

x 。
的口集

,

因而是不变集
,

故是平衡点
.

五
、

渐近稳定性定理

uz bo
v

和 M ov hc na 所得到的稳定性
、

渐近稳定性和不稳定性定理
,

因为并没有利用度量空

间的列紧性条件
,

因此对非局部列紧的度量空间中的动力系统是有效的
,

这里不再复述
.

但是

这里将利用上面给出的不变性原理把渐近稳定性定理的条件放宽
,

只要求 护是半定的
.

定理 3
.

对
匕

了 中动力系统
。 ,

M
。
是渐近稳定的

,

如果如下的八个条件得到满足
:

( )l

c 二
七

丫 是有界开的不变集
,

( 2 ) G 上存在李雅普诺夫函数 V ,

( 3 ) M
。
任 `

,

( 4 ) x( )t 在 ` 中运

动的速度
。

有界
,

(劝 护 广义负定
,

( 6 ) E 在 七
丫 中相对列紧

,

( 7 ) v 在 M
。
的边界上为常数

` ,

( 8 ) 若
二。任M

。 ,

则 x
(

z , x 。

)之对
。 .

证
.

由条件 ( )l 一 ( 6 )
,

利用推论 2 得 M
。

是吸引子
, G 在 对

。

的吸引区中
.

现在证明

对
。
是稳定的

.

用反证法
.

若 M
。
吸引而不稳定

,

则存在 。 :

> 0 ,

找到一点列 介* M
。 ,

的边界

二 (t
, x 。

) 必在某一时刻越 出邻域 N
。 :

(M
。

)
,

又在足够大的时刻回到 从
;

(M
。

) 中来
,

并且趋 向

于 M
。 ,

这可分为两种情况
: ① 找到 8 > o 和 。 > O ,

使 {
万
(
, , x 。

) } 中有无限条在 N
。

(万) 外运

动的路径长度 ) 形 ② 无论 s > 0 , ” > 0 多么小
,

毛x(
, ,

介 ) } 中最多只有有限条在 N
。

(云) 外

运动的路径长度 ) 刃
.

先讨论情况 ① : 将在 N
。

(云) 外运动的路径长度 ) , 的那无限条仍记为 { x(
, , x 。

) }
,

对

它们有

令 了” oc
,

得

。 (
·
(
, , · 。

) ) 一 。 (
· ,

) 、
{;
广(

·
( ,

, · 。

) ) “二

一
。 (

X 。

) 、
{了
夕d ,

·

因为 护广义负定
,

故必存在 占 > o
,

使在 N
:

(云) 外有 夕 成 一 占,

所以上式化为
:
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:一 v (
X,

) 、 }
。 d : 、 一 。

积分区域是

户(万
, x

(
, , 二 ,

) ) > 。 .

令 x ( )t 在 ` 中运动的速率
t, 的上界为 L

,

并考虑到
x 在 N

。

(云) 外运动的路径长度 ) :
,

故从

上式得

` 一 F x(
·

, 毛 一

譬
.

在此式中令
, 、 oc

,

得 x 。

。 M
。
的边界

,

所以

` 一 ` 提 一 亚
L

所得矛盾即证明了 M
。

是稳定的
.

现在讨论情况 ② :
此时

,

无论
8 > O和 : > O 是多么小

,

{
二
( ,

,

介 ) }中总有无限条在 N
。

(石)

外运动的路径 氏度小于 刀
.

因此
,

{ x(
, , x ,

) } 中有无限条在 N
。

(云) 外运动的路径长度为零
,

即 {x(
, , x 。

) } 中有无限条完全位于 反
。

(万) 上
.

将完全位于 反
。

(云) 上的这无限条仍用 { x(
, ,

x ,

) } 来表示
.

这些轨道总在某一时刻 t ,

达到 风二
(

x 。 , , ,

)
,

对
。
]一 。 : .

由于 万的列紧性和
6 的

任意性
,

可以找到子列 {
x 。

s , , 。
, }

,

使
x ·

, ” x 。任M
。
的边界

, x
(
` ,

, , x ·
, ) ” , 〔 云

,

并且
。
(,

,

M
。

) 一
“ ,

.

对这样得到的 {介 , } 我们用 {xj }来表示
,

` , 用 f , 表示
.

对这一 {
x , }

,

定义

, = {
:
1对某序列

, i
,

当 j * oc 时
, x

(
r, , x , ) *

z石M
。

}

因为 y 〔 y
,

故 1 非空
,

并且 y 〔 云\ M
o

.

这里
,

当 j * oc
,

必定 粉一 oc (如果 ti 包含一个子列

; , 一 `, 、 , s , ” , ,

那末 x
(
, ` , x , , ) ” 。 一 x

(
: , x 。

)
, x 。 〔 M

。 ,

但 M
。

是不变集
,

故
z 〔 M

。 ,

这与 二 的

定义矛盾 )
.

当 j * oc 时
, x

(
t 十 t ,

, x , ) ~ x
(
, , x

(
21 , x i ) ) 、 x

(
z , :

)
,

利用条件 ( 8 )
,

对任

意 l , x
(

t , z
) ` 了

,

故 了是不变集
.

对 。 〔 了 ,

有

F ( : ) 一 l im V (
x

(
丫, , x , ) ) 毛 lim v (

x i ) = V (
x o

) = c .

但是
,

由于 x(
, ,

习 、 M
。 ,

所以 V (的 )
` .

所以在 了 上
,

V ~ ` .

又由于 y 是不变集
,

故在 了

上
,

护 一 。
,

因此 了仁M
。 ,

这与 丫 的定义矛盾
.

证毕
.

定理 4
. `

丫 中的有界闭不变集 H 是渐近稳定的
,

如果如下的九个条件是满足的
:

( )l 有

界开不变集 G , H
,

( 2 ) G 上有函数 V ,

和李雅普诺夫函数 V l ,

( 3 ) H 〕 M
。 ,

( 4 ) 夕
,

在 【O ,

oc )

上绝对连续
,

导数几乎处处有上界 (或下界 ) ;或者 式
, ) 在 ` 中运动的速度有界

,

( 5 ) 护
:

广义负

定
,

( 6 ) E 在
七

丫 中相对列紧
,

( 7 ) 对任何充分小的实数
` l

> o ,

存在
` 2

> o ,

使得满足 v :

(幻 >

c :

(
二 〔 ` \ 月 ) 和 p (

二 ,
月 ) >

: , ,

( s ) 对任意 了 2

> o
,

能找到 了 > o
,

使当 p (
x ,

H ) < 了 :

(
x 〔 ` \

H ) 时
, F Z

( : ) 镇 丫 2 ,

( 9 ) 当
x ` G \ 月

, F :

非增
.

证
.

根据推论 2
,

条件 ( )l 一 ( 6 )保证 M
。
是吸引子

, G 是 M
。

的吸引区
.

因为 G D 月。 M
。 ,

所以 ` 也是 H 的吸引区
.

又按文献 [ 2] 定理 1 2 ,

条件 ( 7 )一 ( 9 )保证 H 是稳定的
,

从而 H 是渐近

稳定的
.

定理 5
.

将定理 斗 中条件 1改为如下条件
:
存在

a ,

使 ` 为 G
`

的道路联通分支
,

K 为开

集
,

并满足 ` 〕 K 〕 H
,

其余条件不变
,

H 是渐近稳定的
.

证
.

` 为 G
。

的道路联通分支以及 V
,

的单调下降性保证 G 是不变集
.

利用宁理 2 可得
,
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当 x 。 〔 ` 时
,

x(
, ,

x0 ) ” 对
。 ,

再利用 月 D 材
。

得 式
, ,

x0 ) ” H
.

又由于 G 〕 K D H
,

K 是开集
,

故 K \ H 是 H 的邻域
,

从而 H 是吸引子
, ` 包含在 H 的吸引区内

.

余下的证明与定理 斗的 证明

相同
.

推论 5
.

为了使孤立的平衡点 x(c
, 是渐近稳定的

,

只要满足如下九个条件
:

( )l ` 为某

C
。

的道路连通分支
,

K 为开集
,

且满足 K 仁 G
,

xe(
, 〔 K ,

( 2 ) ` 上有函数 V :

和李雅普诺夫函数

F l ,

( 3 ) 对
。

二 x `C, ,

( 4 ) 护
1

在 [ 0
,

oc ) 上绝对连续
,

导数几乎处处有上界 (或下界 ) ; 或者
x
(

t )

在 G 中运动的速度
,

有界
,

( 5 ) 夕
:

广义负定
,

( 6 ) E 在
七

丫 中相对列紧
,

( 7 ) F :

在 xe(
, 处正定

,

( 8 ) V Z

在
x “ , 处有无穷小上限

,

( 9 ) 当
x 〔 G

,

且 x 钾 x “ , 时
,

V Z

非增
.

在此推论中
,

如果 V :
三 V Z ,

则条件 ( 8) 可改为 V ( x(
的
) 一 0 ,

( 9 ) 也被包括在 V ,

是李雅普

诺夫函数的假定之内了
.

推论 6
. 。

了中动力系统
“ 是全局稳定的

,

如果如下六个 条 件 得 到 满 足
:

( )l 在 整 个

` 三
`

了 中存在无限大的李雅普诺夫函数 V
,

( 2 ) M
。
三 x( 。 ,

( 3 ) 户在 【o
,

oc ) 上绝对连续
,

有上界 (或下界 ) ;或者
x ( )t 在

.

了 中运动的速度
。

有界
,

(钓 护广义负定
,

( 5) E 在
`
习犷 中相

对列紧
,

( 6 ) V 在 x “ , 处正定
, V (

x “ ,
) 一 0

.

证
.

因为 ` 上存在无限大 V 函数
,

因此任意 二
点出发的轨道将不可能走向 oc

,

并必定趋

向 E
.

余下的证明就是应用推论 , 了
.

五
、

不稳定性定理
.

不变性原理的要求条件较多
,

在证明下面的不稳定性定理时
,

条件可以宽一些
.

下面的定

理 6 是 K P a e o B c K
浦 定理 〔5, 的推广

.

定理 6
.

令 y 〔 次了是一个平衡点
,

它包含在开集 ` 之内
,

如果满足如下四个条件
,

则 y 不

稳定
:

( )l G 上存在李雅普诺夫函数 V
,

并且 M
。

n G 中只含有 y ,

( 2) V 函数在 y 点不是常正

也不是正定的
, V (刃 一 0 ,

( 3 ) 在 ` 上
,

夕 广义负定
,

(斗) E 在
`

丫 中相对列紧
.

证
.

根据条件 ( 2 )
,

在 y 的任意小邻域 N 。 (刃〔 ` 中一定可以选取点
x 。 ,

使得

V (
x 。

) < 0
.

( 1 1 )

取 y 的邻域 N
。

(刃〕 N
。
(力

,

但
·

仍满足 G D N
:

(力
.

现在证明
,

由
x 。

决定的轨道
二

(
, ,

x0 ) 必定

在 t > 。 的某时刻越 出 厅
:

(刃
.

用反证法
.

假设
x
(
, ,

x0 ) 永不越出 反
。

(刃
,

因此 式
, ,

x0 ) 〔 反
。

(力仁 G
.

由于条件 ( l )
,

像

定理 1 的证明那样得到 ( 3 )和 (劝式
.

在 ( 4 )式中
,

由于 护是非正的
,

所以

lim 夕 一 。 ,

故必存在序列 {
r 。

}
, l im r , 一 oc

,

使得

il m 护 (
x
(

r , ,

又由于条件 ( 3) 以及
x
(

r , , 二。

)仁反
。

( y )
,

当 ,
一

x
(

r。 , x 。

) ”

x 。
) ) ~ 0

.

oc 时
,

E n 反
。

( y )
.

由于条件 (斗)
,

非空
.

所以

与引理 3 类似可证存在 功 〔 云门反
巴

(力
,

使得子列
,
(t

·
,

,

x0 ) 一 o(
.

因此 口恤 )

。 〔 夕 ( x ) 自 E 门反
:

(夕)
.
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恨据引理 1,

口 (劝 是不变集
,

故 夕 (劝 自云二刀
。 ,

与 ( 1 3 ) 比较得 。 〔 对
。

自夕
。

(力
.

可是由条件

( l ) 知
,

M
。
自G 中仅含有 ,

,

故 M
。
自凡

。

( , ) 中也仅含有 夕 ,

所以 。 一 夕
.

另一方面
,

导出 又3 )

式时
,

已知 V 随时间单调下降
,

结合 ( 1 1 )式得 V x( (t 叮
,

x0 )) 镬 F ( x0 ) < 0
.

在此不等式中令

1 * oc
,

由 V x( ) 的连续性得

V (
` o
一 夕) ( V (

x 。

) < o ,

这与条件 ( 2 )矛盾
.

证毕
.

下面的定理 7 是 La as ll e

定理的推广
,

证法与定理 6 相仿
.

定理 7
.

令 y 〔
了 是平衡点

, u 是开集
,

y 〔 厅
,

并令 N 是 y 的球形邻域
.

夕是不稳定的
,

如果如下五个条件得到满足

( )l 在 G ~ u 门N 上存在李雅普诺夫函数 v ,

并且 M
。
n G 是空的或只含有 y ,

( 2 ) 当

x 一 夕
,

或 x
位于 ` 的边界上并且

x 〔 N 时
, F , ) 一 。,

( 3 ) 当
x 〔 G

,

且
二 铸 夕时

, V (二 ) < o ,

( 4 ) 在 ` 上
,

夕广义负定
,

( 5 ) E 在
.

月了 中相对列紧
,

~
二卜-

/ 、 、 附 注

如果我们找到函数 不F ( 二 )
,

使得 广(
x ( t ) ) ( W ( 二 ) 提 0 (当

, 〔 R + , x 〔 G )
,

且 W (
x ) 在

` 上连续
,

则本文所有的定理及推论中
,

均可以用 w (劝 去取代 价的位置而保持定理及推论

仍有效
.

只是要注意以下几点
:

( )l 定义 5 中条件 护 钱 0 改为 夕钱 w `劝 镇 .0

( 2 ) 定义 6 中 E 改为 :

石 一 毛
二

}w (劝 一 。 , x 。 云}
.

( 3 ) (斗) 式改为
:

( 斗) ( 5 ) 式改为
:

伽 、 “ · > 一 的
’

lim w (
x ( t ) ) = 0

.

在定理的证明过程 中
,

将不再 出现 户
,

而总是出现 w (式
t ) )

.

用 W (劝 来取代 护的好处是
,

有时可以找到容易控制其行为的函数 w (劝
.
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