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用形变理论分析结构塑性屈曲时

的一类广义变分原理

李 国 深
中国科学院力学研究所

提要 本文给出了用形变理论分析结构 塑性屈曲时的一类广义变分原理
,

说明了它在本

质上的势能意义 在广义变分形式下论证了塑性屈曲时 无卸载的根据
,

最后在简化加筋板壳

的分析中作了应用示例

引 言

众所周知
,

在分析结构塑性屈曲时用形变理论来描述应 力
一

应 变 关 系 比 用
, 的增量理论更相宜

,

结果与实验更为接近

无论是弹性屈曲或是塑性屈曲
,

在计算分析时都要分两部进行 一是求屈曲前的基

本路径解 二是要在这基本路径上各点判断是否存在有另外途径的解 在进行屈曲分析

时
, ‘, , 用了

“

弹性比较固体
”
的模型

,

即屈曲的瞬时没有卸载 〔“ 从 〔‘ ,

的保证解的唯一性条件出发
,

分析由位移变量组成的二次泛函
,

进一步论证了这一问题

用差分法计算了许多结构塑性屈曲问题
,

并称无卸载现象为 “一致加载 ”条件

文献【 还介绍了这一条件的历史由来

塑性屈曲的计算比弹性的要复杂得多 为尽可能地简化问题
,

变分原理是一有利的

工具 本文参照了 在弹性条件下的广义变分原理厂 」给出了用形变理论分析结构

塑性屈曲时的一类广义变分原理 说明了所涉及的泛函及其二次变分的物理意义 进一

步论证了在这一广义变分原理中运用“ 一致加载 ”条件的根据 最后
,

在应用于简化板壳

结构的基本方程中显示了利用这一广义变分原理的优越性

一
、

一类广义变分原理

设有广义势能为

刀 一 , 。、、一 , 汀。 一 于
,

其中 万 为应力张量
, 。 为应变张量并与位移之间存在以下的已知关系

,

、

￡‘了 一 又了 , ,
十 价 ‘ 十 一 叭

, ,“ 友
,

夕

这里和以
一

‘各 下标前的逗号代表对该下标的微分 于‘ 是作用在 , 面上的 已知 外 加 应

本文于 年 月 日收到
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一 , 、 ,

十 ,

—
备汤 厂 月

—
—口产 气一

—一 、 ‘

君 二
‘咧。

这里

叮凌受
。 , , , ,

。 一 了 》, ,
’

, , 一 一 粤
、 , ,

,

中 — 二一

一
,

五 ,

当 二。

城 。 ,

时

价
、 , 、 ,

和
,

是材料的弹性模量
、

系数
、

单向拉伸时的割线模量和屈服应力
‘

的一次变分为

「 口
,

二 。

, “ ￡‘, 十 戈
‘,

一石石万少
百 ‘, ‘ 岁 一

, , ’‘ ‘ ‘ 、‘ 夕一一
一“刀占占

其中

—气 “ , , 护 占“ ,

。 , 、

夕 一 气。 走
,

凌
,

矛一 走
, 。“ 夜

,

少

利用散度定理可以导出

。 , ,
,

, 。 , , , , 占 , ,

音
‘十 · ,了 , 沙

。

一 , 。交左 ‘,夕 甲 万 “ , 了
“ ‘,“ “

、井
、广胜胜‘‘

,

‘一

一
。
一 于 一、 ·

, “

‘口 , 二 一 , ,
· , 。 二

一 。

其中 。 , 为相对变形前的参考系在边界上向外的单位法线向量的分量 不难看出
,

式

中的 方程即对应于熟知的平衡方程
,

形变理论的本构关系及边界条件

上述 式在形式上与 在弹性体系下的相似但内容不同 若继续进行二次

变分运算并注意到此时 “‘ 及 心 分别为独立的可变分量
,

于是 护“ , 护 厅 一 。,

由此可

得

。

卜 。一 。 , , , 。。 。 , , 。 。 , , 。。, ,

代粤一 。。 , 。 、, 、。

口 , 夜

其中

占 ￡ 莎 及
,

占“ 左小

以下对二次型的泛函 中的 占 厅 和 叙 做新的变分 尹 参见文献 〔 」则得屈曲

时的各有关方程及边界条件 注意到“ 一致加载 ”条件
,

于是在变分 产 的过程 中各应力
、

位移和塑性模量均不变 有关“ 一致加载
”

条件在广义变分下的论证在下面还要谈及

利用散度定理
,

由 式可以导出
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。 一 一 口,
, , “ , , “ 、, , , , 、““ ,

, ,

卜 “ , 。

盯

十 ,
, , ·, ,

警
。 ,

,

面 、、‘ 十 ”少“叮‘, 一 ”’『友左 “少

」
占‘ “一 ’‘“少一

, · , 。·, 走一
,

, 、。·
,

· ,。· 。一 、 一 。 。

其中

。价 一 三 鱼
几

、
—一 —

, 。

一
五 , 百厂

主 了 , ,占, 、

叮

又
,

是单向拉伸时的切线模量 式的 方程即对应于已知的屈曲时平衡方程
,

形变理论的增量形式本构方程及屈曲时的边界条件

将 占。 , , ,

护勒 与 叙 , 的关系式代人 斗 式也可得

。

一
, 。 ,

,

, 占 了 ,一 , ,
,

‘ 。 “一 , ,
,

占。 。

, 、 、

万 、、‘ 十 ”少 “ 一 , 。 左左 ‘

岁改
卜

占
必一

,十
伙护匀

旦边

, “ 了, “ , 、一 , 。 “一‘· ,“一“

忱较 两式可见
,

口与 尹 二者形式相似 这一点与弹性体系中一样 ,, 一于是当

古 口一 时同时也将有 。,

反之亦然

至此证明了由式 的泛函 的一次变分可以导出求解屈曲前基本路径解的各基本

方程式
,

进一步对其二次变分进行新意义下的变分 尹 即可得出屈曲时的有关方程

二
、

泛函 和 的物理意义

现将式 积分中的第一项分解为

其中被积函数

项

。了,一 , 一
‘“ ’‘“ ’、 了, 了, 一

‘“ , 一 ,“
了, ‘“ , 。 ,、一 ,

助 可表示为应力的形式
, 氏 , 则可表示为应变的形式 又 式中的第二

“ , 口
一 —一 叮石

少 叮

当 , 一

斋
成立时

,

代人 ,式可得

口犷,一 , 一 一
“‘, ’一 ,、·, ,

其右端项代表单位体积内的应变能 这样 式中的 “ 自然就等价于势能的定义

在一开始时本文就称之为广义势能

为此
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为判断稳定性
,

由 和 所提出的经典性的定义〔‘ ,为 如由任一种瞬息

的挠动作用所造成的物体附加位移
,

在挠动本身是任意小时
,

其幅度也总可以是任意小的

则物体是处于稳定状态 反之
,

若任意小的某一挠动会导至有限幅度变化则为不稳定的

显然
,

稳定性的充分条件是
,

在原平衡位置上附加任意无穷小位移时体系中所贮存的或耗

散的内能应大于外力所作之功 在本世纪三十年代时期 了, 和 也曾利用

这一原理由能量形式导 出弹性屈 曲方程及判别稳定性的判据 结合到本文的命题则应是
,

对任何任意小的挠动 。。打 ,

叙 , 如 △汀 是为稳定的
,

若 △刀 则为不稳定的

由 级数展开可知
,

一 “一 , 一 “一 六
“’

一

月 万

—
行 寸 —叮

‘

口 ,

。 , ,。 ,

⋯

‘
了产

理一
一一仃△刀

一
, ,

, 了 一 “一 ’‘
·

这里 于、 外应力并没有随挠动而变化因此是为
“
死载 ”条件 将上式展开可得

十 △ 一
,

十
,

〔

一
,“一

,
,

于一“‘ ·

。。 , , 。 , , 一

婴、
。 、, 、。 一 , 、、,

口 萝 」 护了

占 , 占。 , , ,占, , , 《占。 ,

口 ,口

。· 了 。口 ,

〕
‘

了‘叮
,

以屺产‘

⋯ 十 占刀 护汀 ⋯一

由于 占 已等于零
,

为此稳定与否取决于 护 一 口 若 口 则为稳定的
,

若 口

是不稳定的 一 是稳定限
,

在稳定限上或称屈曲点上稳定性判据则有赖于对 刀 的更

高阶变分
,

如 护 ⋯
,

的研讨 这就是说在 一 点上既可以是稳定的也可能是不稳

定的 所以 口 仅是稳定性判据的充分条件并不是必要的 弄清了 一 。 的意义

又知 对应着 犷口
,

这就是 由 尹 可以导出屈曲方程的原因

此外
,

为说明 的条件与丧失解的唯一性之间的关系
,

可以作如下的解释 如

果在加载路径上解的唯一性丧失则必有另外的可能附加量 △内 和 △“ 并满足

或

△ ,

一

△

△“

△ , , ,

△ , , , , 。 , , △ 、, ,

一 。

合〔‘ · , △一 ,

一
△ ,“ , , 警

‘ 了 十
告

△‘了,

一 △, , 十 △ 阶
,

十 △“ 、, , , 一

一

如取 △ 、, 一 肪
, ,

△ , 一 占

可见 一 式与 式中的 方程相似 这就是说
,

屈曲时就意味着解的唯一性

的丧失
,

反之亦然 所以屈曲点与解的唯一性的丧失有着必然联系 但稳定性与唯一性

之间却没有
,

因为屈曲不等于失稳
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简言之
,

屈曲
、

解的唯一性的丧失对应着 口一 。 或 产 一 。 稳定与否取决于

或 口
,

在 口 一 时则有赖于 中更高阶变分项的正负而定
,

三
、 “一致加载 ”条件的论证

这里将 的论证推广到广义变分中可以按以下步骤来做

在
“

死载 ”条件下
,

力 或位移 荷载的变化幅度是正比于一个参数而其分布与该参数

无关 前面 已说明
,

稳定性的充分条件是 现将 式改写为

。一
。 “ 了了 “之矛 、厂

一“一 , 口 及“一母一

一
会

‘ · 。一 ,

一
·、 。、,

·

譬
了 了

贵
“ 了 “一 “

其由

塑性加载

弹性阶段

塑性加载后弹性卸载

口‘沪、

取一供比较用的固体
,

即弹性比较固体
,

并定义其二次型泛函

乌 一 ’ 式右端
,

但 。 一 ‘

口

塑性加载

弹性阶段

显见这里的区别在于没有弹性卸载区 为此
,

在 已知的基本状态 价 , , “ ,

任意一组微小挠动 份价 , ,

叙
, ,

口与
‘

的差别是

夕一 夕
。

一

其中

上附加给定的

, 一

奋
。‘ “沙一 沙

·“ ,

,“一‘ ·

下标 ‘ 代表夕中可能存在的弹性卸载区 将上述所给出的 价和 占少 的表达式代入 卫 可

得
。 。‘了 ,占万 , ‘

·

一
一乙,

‘

一

省
。‘

会
一

聋
。 占二 ,

’

合
由于

会
一

刽
‘

李
,

聋
一 ‘ ”

于是
‘ ,

夕 李 必
这 也就是说

,

在物体的全部区域 中若附加某一挠动后恰好可以使塑性区保持为塑

性的
,

弹性区保持为弹性的则 夕 一 否则
,

如果附加的挠动使 中出现弹性卸载区
,

会

有 口 夕 因此
,

为求得最小的临界载荷参数可只需在
。

范围内寻找相应的特征函数

份氏
,

彻 因为不可能有对应更小的临界载荷参数的其他特征函数分布可以使 夕 一

而 口
。

仍 这就论证了
“
一致加载乃条件在广义变分形式下依然成立
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四
、

在分析板壳结构中的应用

在薄壁板壳中
,

设应变 应力
、

平面位移及塑性参数沿壁厚方向 的分布可近似为
。夕 ,

几 。 , 占。 口 , 占几 , , 。 ,

必

。粱
, 口 , 占。珊

, 占 。 , 人 , 。罗, ,

必‘。,

。。, 。 , 乃 , 。 , 占对
。口 人

, 留 , 。 ,

价‘ 五

其中
、

夕一 或
, 人 为壁厚 将上式代人

,

采用板壳中的应变
一

位移关系式
,

沿

积分并利用散度定理后可以得到

“ 。, 夕 占 ,

望
、

、时

一一

〔
“ 口

, 。 。 。 , , 。 留 留“ 、 , “ , 占留

·“

一

器一 二

是黯一“ 占 “ 一

含“一 一 “一 占 “ 一

卜

丛翻丝尸

〔⋯ , “ · 十 乙“

〔⋯ , “一
其中 , 为初始挠度

,

邪 一

, 为曲率张量又

十 ·

合
舀二“ 占 占一“ ·

’ 公

,

沙‘。’

合
“二“口占 “一 , ,

卜 专
。一。,

黯
二 。 一 沙“ ,

, 。 、 , 、

丁 、“ ‘ 。““ 个 ”。‘ “丫夕一 了 。““。

占
一刁

又‘ ’

类似第一段中的作法
,

对 的二次变分再施以新的变分 产
,

在此将有
占 占, 汀 一 占 口

一
。。 一 占· “·犷, ,

十 占 。 , , , 占刃 夕石 夕 占 , 留 。“ , , 。 ,

, 占留 , 。 , 占 占留 ,

了 “· 一

六
, 占。 , 占 十 是

。 , 占。、 。 · 。二
。 ,

“

一器含“一。 沙 十 。。 , , 。· 。、
。夕 、‘

、

子了

其中
。 、 , ,, 、

「
, 、

“
· ”了‘ 一 、‘ 个 ”少 万 、百“ 了 ““ 十 “杏“ 少一

公
占。 , 占, 。

。。 ,

合
。· “口占 十 “一 。, ·

卜合
。一。·

刁
十

一 ,

合
“· 占夕占 “一“ ,

, 一
合

“一 ”

小
。黯

价邪

界
, 。
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了 、
卜

叭附 一 丁 气瓦 一 瓦夕“郎‘润 一 中“润 是
价黯一 介

舀占了乡。口 一 —

, 、 、

万 、“ 。‘口 ”‘ 十 “ ·““ ”‘ 夕 一 了 “ · , 百

由上显见
,

和 两式中的第三
、

第四个 方程对应着屈曲前和屈曲时的本

构方程 又由 和 可见
,

联系广义应变与广义力之间的刚度矩阵是对称的 但在

文献 「 中用其他办法推导时就未能得到矩阵对称性这一有利条件

以上所述的板壳是属于相对中性面的上下截面为对称的情况 对于不对称的有筋条

的截面则存在一个如何恰当地选取广义力以简化方程的形式的问题

设有沿 分布的一筋条 略去其抗扭刚度
,

其截面宽度是 幻
,

即沿厚度方向 二 宽

度可以是变化的 截面上的应力
、

应变分布为
,

、
,

、
二

一 一几 十 一
】名

, 二

。二 。护
二 忿

其中 刀二 , ,

分别为截面面积和相对筋条截面 中性面的惯性矩

代人 式
,

经过运算可以得到

“

一
二

景
·

‘

贵卜
十 井 , 些 , 凡卜 伽

二

, 华、黔
一

耐
、二

‘ 丫 , 刀 二 口
“ ,

十
二

犁“ 一

钟 岑 恤 十 ‘

粉
十

瑞
‘

份
,

匀
“

切
十

工

凡‘ 一

钟 岑
‘

绘
‘

勿
篡

,

瓮
十 ‘

知〕
“

粉介 十 ⋯

其中 为筋条自身的高度
,

又
,

二

一 西、· ,
, 一 占·、· ,

, 一 ‘一、· ,

一
二
‘一“·

设所选取的

于是

。 坐标零点位置与筋条中性面相隔为 , 通常零点可取在板壳壁的中面上
,

二 尸 ,

一
二

才扩

由 式可见
,

为尽可能地简化方程
,

尤其是平衡方程部分
,

可令新的广义力为

,

八 了丫二

十 一
, 枚

、

、 , ,

一 一
寸

一二 左 二

一

了一了

,

少 、

尾 一 一 一 ,
月

一

了厂

一一对
一

对 一

由此可解出
二
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一
口

一 一 一 一

一一
一 一

叫

一

一
一

代回 可得

男

、 ,, ,

、
, , 、 , 、 、

—
砚

— 一 以 甲 气 一
、 石

一
二 亡‘ 二 」

由上可见选取
,

为广义力虽然使应力和广义力的关系繁杂一些 如 比

但在平衡方程等部分可以得到简化

五
、

结 论

所给出的用形变理论分析结构塑性屈曲时的一类变分原理不仅可应用于混合边界问

题而且提供了简化供求解使用的方程的途径

「

」

〔
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