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用变分法近似计算椭球马克中的

倾斜模不稳定性

吴 汉 明 潘 良 儒
中国科学院力学研究所

年 月 斗日收到 , 年 月 日收到修改稿

提 要

本文利用变分法的基本概念
, 提出了一种在任意边界形状的情况下近似求解偏微分方程

的方法 把求解偏微分方程的问题近似地化为求解常微分方程组的问题 尤其是当边界形状

较为复杂时
,

其优越性更为显著 作者采用这种方法
,

对大椭圆度的球形马克 中的

倾斜模 呀 不稳定性进行了研究 得到的结论是 在扁椭球马克中 , 不会出现倾斜

模不稳定性

一
、

引 言

球形马克是当前受控核聚变领域里的一种新型的磁约束装置 它的磁场形态与纵横

比较小的托卡马克相似 区别在于 球形马克中的环向磁场是由等离子体自身的角向电

流产生
,

而不象托卡马克那样由外加线圈产生环向场 「 另外
,

它的 夕值在磁轴附近可达

左右
,

几乎比托卡马克高一个量级

在实验上
,

最初在预电离的等离子体中
,

磁场的形态是无力场形态
,

即
,

其中 称为无力因子
,

经过反场压缩后
,

达到一个具

图 丫

有球形磁面的终态 根据 的理论 〔
,

这个终态

可近似地用无力场来很好地描述
,

与此同时 。 可以认

为是一个常数

很自然地可以提出这样的 问 题 究 竟 在 长 的
丫 还是在扁的 椭球马克中

,

这个终态的

无力场的能量更低 在 年作了小椭圆

度 、 假设后对这个问题进行了研究 他假设等

离子体边界的形状为
, 。 泊

,

其中
犷 与 分别是球面坐标中的径向变 量 与 纬度 变

量
,

是变形参数 他得到的结论是 在 、 时
,

扁的椭球马克中无力场的能量更低
,

从而可以抑制倾
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斜模不稳定性 第二年
,

又有人进一步计算了当等离子体边界形状为

一
‘

军
· , ‘·‘“ 万

·氮。。 阴“ ,· ,‘
,

,·氛
了

, ‘

时
,

其无力场能量的大小 〔们 但是对于大椭圆度的情况尚未有人去进行过研究与讨论

本文将用直接的变分法来近似计算在大椭圆度情况下
,

无力场在椭球马克中的能量
,

从而

判断哪种椭球马克能抑制倾斜模不稳定性 由求得的无力因子与相应的无力场
,

可以判

断哪种椭球马克中的无力场具有较大的剪切
,

从而得知哪种椭球马克较有利于抑制交换

模不稳定性

二
、

方 法 的 说 明

根据潘良儒在处理动边界交流电弧热平衡时所采用的方法 ”
,

本文采用了多泛函的变

分法 基本过程如下

写出方程的定解问题

艺价
, 夕 一 。

,

价 一
, ,

其中 表示边界
, ,

力 是已知函数
,

乙是椭圆型微分算子 如果 艺是抛物型微分算

子或双曲型微分算子
,

那么
,

除了上述的边界条件 式以外还要给出其它条件方可构成

第一类的边值问题 凡是第一类边值问题
,

原则上都可以把 式化为

价 一 。

的形式

由边界条件 式
,

可以设满足方程 的解的形式为

价
, , 一

, , 艺 , 尤 ,

火

斗

其中
,

力 为满足齐次边界条件的函数
, 。 幻 是给定的已知函数序列 若该函数系

列是一个完备系列
,

则原则上都应收敛
,

此方法比里兹方法中选择基函数要容易一些 当

然
,

在实际计算中 。
衬的选择直接影响收敛速度

,

所以首先要对问题有一个大概的了解
,

从物理直觉来选择
。

丹的形式

找出关于方程 的 量

乙 乙 价
,

价
, , 叻, , , 夕 ,

下标
,

分别表示对
,

的偏微分

求泛函

、 一 ,

的极值 由 式可知上式中对 的积分可以求出
,

即

播良儒
,

私人通信
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丫 一 , ‘

一 艺 ,
。 ,

, ,

⋯
,

九
,

产
, ,

⋯
,

了
, , 夕 夕

这里
,

我们记 艺 , , 表示对 的微商
,

力由
,

力 得到
苦 夕

由穿 极值存在的必要条件
,

即欧拉方程
口乙 艺

—
, 尸丁 — —友 搜

, , ,

⋯

可以得到待定函数
,

从而由 式得到近似解 价
, ,

该近似解的精度与前面

式中所保留的项数有关 实际计算表明
,

一般情况下至多取 一 个 八 刃 就可得到有实

用意义的精度

三
、

椭球马克中的无力场形态

我们假设等离子的电导率很大
,

以至于由电阻引起的耗散在整个问题感兴趣的时间

尺度内可以略去 另外还假设被约束的等离子体能量比磁场的能量小得多
,

使得体系的

能量可以近似地用磁场的能量来表示 根据 的理论可以认为终态的无力场中无

力因子 是一个与空间无关的常数 最后还假设等离子体的最外层是理想导体壳
,

从而

使边界上要求磁场的法向分量为零 于是相应的
一

方程在柱坐标中可以写

为

△ 价
,

一 ,价
, ,

价 一 。
,

其中

△
口

一一
矛一夕
十

口

—
护

—
,

口 ‘

,

】

此地因为仅仅考虑轴对称的情况
,

所以方位角在上面方程中不出现
,

即问题与 甲无关 根

据磁面 沙与磁场的矢量势 的关系
,

式可以改写笼
,

—汽 护 —
直 — — — 一

,

咨

一尺口

川 一

这里 表示 的 甲分量 显然当 是一个圆时
,

上式经过分离变量可以化为 方

程
,

从而不难得到解析的结果
,

但在 是椭圆时
,

问题就较为复杂 下面我们来讨论当

为椭圆时
,

如何求解方程

根据 式
,

利用问题关于 轴的对称性
,

设满足 式的解为

刁 一

纂纂
一 ‘ 〔 , 、’ ⋯

,

艺
‘
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关于方程 的 为

一

刹
、、 汉 办

一

小 ,
其中下标

,

表示 对它们的微商

首先讨论仅保留 式中 一项的情况
,

即

, 一

子纂
一 ,

、’
,

代人 式后得到关于方程 的

一

钊。
十

攀
十

孚
十

爷
一 一

韵小夺
按照第二部分所示

,

先求

丫平

丫

一 “

丫
‘一

纂
,“ ‘ ‘

。

‘
。

,

十一

一一
︸

此地
一

嘉 丫
一

灼牙 护
一

粉
十

器
一
釜曲

一

笋
,

凡 一尝纂
一 ‘

,

凡 一兴 纂
一 ‘

·

、 一 一 艺 “

的极值条件

即可得到关于

子
。

口艺

的二阶常微分方程

丝 一
。

。

式尹箭
,

、少、少、夕几,斗︼气夕
月口立曰

了才、了又
了

‘
、

,尺 ’一 ,
一 , 。

相应的边界条件由
。

有限以及上式在 ‘
。

时成立
,

它可以写为
。 一 一 三

,

了
。 ,
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其中 了 。

由于方程 在边界两端有奇点
,

所以必须考察其奇点的性质 结果发现在 一
。 处的

奇点是可去奇点
,

而 处幂级数的最低幂次分别是 与一
,

所以 有限条件意

味着条件 劝式中
,

物理上表示
·

、 一

计算结果表明
,

采用单函数 的泛函极值条件逼近时
,

若
,

是标准圆
,

则

可求得近似的本征值
,

这与解析的结果 已相差无几 但是相应的本

征函数其精度比较差 为了得到比较精确的磁面
,

以便满足今后研究稳定性的需要
,

下面

做两个函数
,

九 逼近的计算

由 式设

刁 , , 尺

一

纂纂
一 ‘ 〔‘。 ,

’‘ ”
·

用与上述单函数逼近时所采用的同样方法
,

即
一 、

一
‘

丁黑一
汀一

其中 与 艺的具体表达式见附录一
艺

了

上式的极值条件可以写为

旦互一 。 气
, ·

把附录一中的 艺代人上式即可得到一个二阶变系数常微分方程组

才 ,

子
。 十 刀 犷十 刁 凡 左 凡 才 , 左 , 一 。,

,

几 过 犷 过 左 ,

产 才 , 。 才 , 一

此地 成
, ,

萝一
, ,

⋯
,

的具体表达式见附录二 相应的边界条件与前面单

函数逼近时一样提法
,

即

一 。
,

一 。
,

几
。 一 一 王 了

注意 由 与 在 一 点的展开可知
,

它们在零点附近的性质都与方程 中的
。

相

同 而在 一
。

处
,

有一个以 一 。 的速度趋于无穷的解 这违背了 式在

上为零的边界条件 式
,

所以我们仅仅保留了在 点
, 有限的解

在实际计算中
,

我们由总磁通守恒条件来给出归一化条件
,

即在磁轴上有
尺 , 价

二
天几

。 一 尺 ,

此地
,

必
又

由 必 一 。给出
,

为磁轴位置
,

即 必 一 价
,

作者在计算中取

沙 一

这主要为了与标准圆球马克的解析结果比较
,

为了估计上述方法的可靠性
,

作者首先作了在标准圆球马克中无力场形态与无力因

子的计算 因为在标准圆球马克中的无力场磁面方程是很容易找到解析解的
,

所以我们
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可以估计其误差 计算结果表明
,

用单函数逼近求得的无力因子
,

其精度已是
一 ,

量级
,

只是磁面函数误差太大 若用双函数逼近求解
,

所得到的无力因子与磁面函数都有较好

的精度
,

它们的相对误差分别为
占, 必汉 一 价 必注 、 一 ,

占。 一 , 一 , 、 一 ,

这里下标
,

分别表示解析与近似结果

下面用这种方法计算了椭圆度 一
。
分别为

, , , , , ,

时的

无力因子和相应的磁面函数 为了能使结果与标准圆球马克作一些有意义的比较
,

我们

作了在任何椭圆度的球马克中总体积与总磁通不变的假设
,

即

一 生 , ,占一 。
,
价

、

一 必 尺 , 一 。。

然后把空间分成 格
,

用主元消去法解出相应于方程 的差分方程
,

从而得到 丫 与

沙 价的结果见图 丫 见表

一二 一
一

一土 一卫二二
,

一

止‘一一二宜止
一一二三一 一竺二

一
‘

二 一
·

‘
· · · ·

“
·

于是由上面已知的 了 ,

可以求出在各种椭圆度的球马克中无力场的安全因子

必 爪
叮 一 二一 闷夕 丁了二二艺兀 万 尺

‘

不难求得在等离子体边界上的 值为

一 织荟
石

表
一

券
在等离子体中的磁轴上的 值为

才

斗
咔只用

丝币车, 下
‘

些恤竺
呢 尸九
叭 争劲

·

为了求上式这个积分
,

必须找到在磁轴附近的 与积分迥路的形状 记磁轴附近的 为
,。

, 的意义见图 然后将磁面函数 价与磁场 在 处作展开
,

略去 尸 小量后
,

即可写出在磁轴附近的 与 必的椭圆度 创石
,

一 拼
,

十 川
·

氏

一 , , 。价 , 。沙。
不 一 “ 夕 一

一

— —丫
沾 ‘

主巫亘二丛⋯画亘止全盆互 业应
习 九一 粼

‘ 。, 一 一 几 ,

此地 二
, , 分别为
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比比比

二甲

么

。

,

, 了

图 图

产 一 一 二 占, 尺几
, 一 , ,

轰
一 九 尺几

, 一 ‘ , 尺轰一
, 尺轰尺几一

。 ,

几、
,

其中

一 。 双 , , 天。

注意
,

在推导上面
, 产 , 二 时

,

利用了 沙, 的条件 于是
, , 的积分式 可以写

为

沙 厂邵 , 八
丫 一 一钾二万 、

—
洛

一
。

产 入爪 , 十 那

它们在各种椭圆度的球马克中的值分别在图 中表示

为了估计上述方法的精度
,

我们对 了 一
, ,

的情况保留三个待定函数进行计

算
,

用类似推导方程 的方法得到
、‘

··

九八口‘龟、、、
几

、‘‘于了

月刀习由‘工山气‘二」

了了了‘、、、

‘

九
、、、碑

邓召犯
了、、

上述的
, , , 行 具体表达式见附录三

相应的边界条件为
, ,

与

赤“ 纂
一 ‘ 几 号 食纂

一
广 一 二二只
人

白

一马
。 占

‘

亲
一
豢子

一

小
‘

纂
一 ‘ ‘ 一

。 一
,, 、

一护十
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补
十

纂
一 ‘ 入十 子 食纂

一 ‘ ‘ 命‘
。

、
, ,

‘
‘

一 了下
‘

‘

上丫鲜一 、
‘ ‘

斗
,

吮 一二 卜 了万
‘ ‘

十 了
‘ 了 、

一一
一

—
、“ 夕

其中

此地 劝与 式是把

》

, 一

子纂
一 ‘ 〔 ,

’
‘ , “ ”

代人方程 后
,

令 一 。 一 得到的

通过数值计算得到的方程 的解与方程 的解分别构成方程 的解 价 与 价
,

于是不难得到其收敛精度的估计 见图
。

价, 一 币
, 一

甲 一 】——币
相应的无力因子收敛误差为

占 些止二

由此可见
,

它的收敛性还是比较好的

今

夔 七 一

、

局

图 斗 一为二阶结果 一为三阶结果

四
、

结 论

由前面第三部分的 二 表可以看出
,

当总磁通 价。 与总体积 生
, 。 被假设为不变
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量后
,

在 后略有回升 但总的来说 在 了 大于 与小于 的两个区域内

有
了 了 ,

了 丫 下

由于我们认为等离子体的电导率很大
,

所以根据文献 与 的理论
,

可以认

为

一币
·

, 一
·

积分在整个球形磁面内进行 同时认为无力因子在整个球形磁面内是一个与空间无关的

常数 于是在作了固定边界假设后
,

整个体系的能量 可以写为

一手
·

一
“ ,

也就是说总能量正比于 每个 的无力场的状态都对应一个 下 的无力场的态 即磁

轴平面绕 轴转动 , 图 是一个长的椭球马克 了 当磁轴平面受到一个小扰

动而绕 轴转动 韶 角度后
,

可由 式得知
,

整个体系将趋向于转动 对 后的状态 因

为后者的能量比未扰动时体系的初始能量低
,

所以整个球形磁面内的等离子体球就因为

倾斜而不稳定
,

这就是通常所说的倾斜模不稳定性 反之
,

在扁的椭球马克中
,

由 式

可知
,

当磁轴平面绕 轴转动 韶 角后
,

没有使转动增加的趋势
,

所以当 下 时
,

倾斜模

不稳定性将被抑制

另外
,

我们可以根据前面已经得到的边界上的安全因子 夕 与磁轴上的安全因子 妇
,

定性地估计一下磁场的剪切程度
,

粤 、越大
,

表示剪切越大
,

对抑制交换模不稳定性

中

越有利 下面对它们的量作一个粗略的估计

沙
、 里乙二匕比

,

价

匀
汪

、 了, 一 了
二

价
二 ,

一小

由图 与上面的估计
,

可以推测在长椭球马克中磁场的剪切较小
,

因此交换模不稳定性也

较容易发生 当然这仅仅是一个估计
,

确切的结论要在做了进一步计算后才能得到

附 录 一

乙 一普鑫
内

, 十 一 “ 一 一

艺二 尺斌云 。
。 , 。 , ,

了
, 尺 ,

其中

尸一砂
一一一八
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