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问题大扰动情形的完全解

徐 硕 昌
中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文在大扰动普遍情形下
,

按照连续系统的 几 。叮的 直接方法解答 了 ,

问题 所得理论结果和 谊 实验结果精确一致 至 此
,

问题得 到较完

善的解决

一 砚 当
、 砂 ‘二 】

。 问题是一个经典问题 文献 介绍了它的历史 文献 〔
、

分别用 “
一次近

似变分直接方法”和 “刀 ’ 直接方法 ”按线性理论解答了 ” 问题 文献〔, 〕给出了

旋转充液腔体非线性稳定问题的普遍数学提法
,

并在弱非线性情形下
,

按 几 、 方法解答

了 问题
,

在这些结果中
,

理论和 泣 实验结果都是一致的
·

对旋转充液腔体的稳

定问题
,

文献〔
一

从不同方面进行了研究

本文以卡尔丹角为方位参量
,

给出了轴对称充液腔体 自由迥旋的大扰动稳定问题的普遍

数学提法 这就克服了以 个方向余弦为参量带来的困难
,

使问题提得更精确

本文是在大扰动情形下
,

按照连续系统的 ” 稳定理论解答 。 问题
,

所得

结果和 伪 实验精确一致 文章最后还概述了 问题的实际应用

二
、

轴对称充液腔体大扰动稳定问题的普遍数学提法

问题的理论模型是研究轴对称充液腔休绕铅垂的对称轴 自由迥旋 状 态 的 稳 定

性 本文记号和三个坐标系的引入类似文献 不同处是选择卡尔丹 。 ,

夕
, 了 为方位参量

固定坐标系
,

封 坐标原点 “ 取在重心上
,

杏
。

轴铅直朝上
,

坐标单位基矢为 六
,

鹉
,

鹉

旋转坐标系
, 二 轴和 夸

。

轴重合
,

此系相对 。 ,

封 系以
。 一

, ,

马 旋转
,

口
。

为腔体整体旋转的角速度 坐标单位基矢为
, ,

奋
,

奋。

固连坐标系 口 ,

’ 此系和充液腔体相固连
,

坐标基矢 旅 , 式 沿其惯性上方

向
设想充液腔体被安置在一个卡尔丹环架上

,

外环
,

的轴为
二 、

轴
, “ 为绕 、 轴的转角 内

环 支承于外环
,

中
,

内环 的轴垂直于 二 ,

轴
,

月为绕内环轴的转角 内环 尺 的轴在初始

本文 斗年 且 日收到
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位置和 重合 为绕对称轴的转角 设 口 ,

’ 和 口 ,

朴 系之间变换场阵为
,

其转置矩

阵 用
,

口
, 了 角表示方向余弦

,

得到 〔

月

口 了

夕

了 十 夕 了

, 了 一 夕

玉 。 、 丫 一 , 夕 丫

了 夕 丫

一 月

为特征长度
,

尽

一

产奋‘吸吸、

一一

我们选取壳体最大外直径
。 粤为特征时间

, 。毗
、

为特征质量 为液
。

休密度
,

用
“ ”记有量纲物理量

,

则决定系统运动的无量纲量具有如下形式
,

。 , 乙

—
, 似 一。 、

府

孟
夕

几 口吕

。

口言

以下的物理量和方程均按无量纲形式写出

腔体内液体平衡时满足

’

一 二 , 又 丁十 三夕一 ,

其中 为无量纲液体压力
,

为无量纲重力加速度

明 下面相对
,

系列出基本方程和边界条件

壳体的运动方程

设壳体和腔内液体转动惯量分量分别为

设扰动角速度为
,

则壳体的总动量矩为

在以后记号均表示无量纲量
,

不再加以说

,

和
, 〕

二
这里 为壳体的惯量张量

, ,

亩, ·

二
了矛‘、、

︸

十
,

一 夕

、、、一

一

夕 夕

,

,

。
夕 口

一 夕 夕
,

一
, , ,

尽

一 , ,

夕

,

气丁了
“ “ “怒几尽

、

了
‘

欢
’

代 笠
”

犷
。

八 又 一 八 “ 户厂

月刁、
、

壳体的总动量矩方程为

生 。 。
叶

‘

— 一
· ‘ 一“‘ ”

’

”“‘

一
,

一 汉 一 刀 ,

夕
,

口 夕
, ,

一 二 , , 、

一 、一
步专甲 一 十 翔 一 二 , 气 十 朽夕一

—挑酬庄刀
,

为单位张量
,

击 为面积元
, ‘ 为液体胜的界面

, 。 为其外法向单位矢量
,

为粘滞应力张

。 口。、 , 八
重

’

砌 一 瓦又或 一 丽少
’
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洲爪
。

夕
。

八 己

一 — —拜
为雷诺数

腔内液体运动方程

、、了才了、了、
口

—
, 卜 ‘艺 入

砂 一 一 二 ,

甲
·

口

卡尔丹角方程
。 一 夕 。 一 。 ,

的 ,

份 夕一 。。 一 ‘

边界条件
。 ,

一 。

整个非线性稳定问题就是按非线性微分
一

积分方程组 一 和边界条件 以及初

始条件求解 。 , , 。 , 。 , , , , , 。 , , ,

夕
, 二 在整个问题中

,

可先由 一 式解出除

外的全部未知函数
,

再由 式求解 了

三
、

大扰动稳定理论

能量积分关系式

为了导出能量积分关系式
,

利用如下关系式

在 约 式等号左端第二项和第三项满足 「

‘ “
·

,
备

〔‘
·

, 一 “ ,

其中 一
, ,

由方程
,

一
, ,

一

导 出如下关系

, , , 夕

。 血
。 夕 。 夕 尽

类似文献
,

以 。 标乘 约 式两端
,

等号左端应用 式
,

右端应用 式化简 再

以 。 标乘 式两端
,

对 了 积分
,

然后将两式相加就导得能量积分关系式

忆

、少、、了、左口一、,已二,通,‘了亡、、了、
、

。 二

—
飞乙 气 ,

由
夕

, “
, ” ,

夕 一中 ,

其中

石 ,

夕
, 田

, 。 一 生 旬
田 州 — 、 川

’

介 —扰动动能项
,

,

月 一 ,

一 , “ , ,

声

一 一 , 月一扰动势能项
,

其中
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十 一 汪 一
、

丸

叮司 一 生 生 坠
, 攀

·
、

, 黔口
丫

—粘滞耗散函数

两个引理

引理 粘滞耗散函数 中〔刃 一 。 的充要条件是液体作刚体运动
,

在定点运动情形只能

作整体旋转运动

引理 液体粘滞耗散函数 少 刃 是正定的

证 证明耗散函数 中 刃 的正定性对应求解变分间题 在附加条件 。 一 和 明

田 下求解泛函

。 。 一 生 二。一、

。 夕华

的极小值

设 一 口 一 脚 护 ,

这是液体相对壳体的无量纲速度
,

上述变分问题可以变换为以下等

价的变分问题

在附加条件 。 一 和 。 ,

一

必

下
,

求泛函

一 。 。 一 李 二。一‘,

。

了沙

的极小值

应用 不定乘子法并注意到归一化条件

’“ ”“

引人新泛函

、 。 一 , 一 粤
。 、, 一 。 、、 。、,

之 夕 少

对 穿 取变分
,

假设 占 ,

, , ,

今‘ 下 , 凡乙

嗯夕

,

口 口 八
。 口

、
口 , ,八 口

“ 砚

—
,

— —
口“

‘

—
,

, 一一 ,

—
沙

一 ,
立甄鱿

,

口 。 ,

口 己 气 “ ,

、
月 丁 一

—
口“ 卞 乙

—— —
月

— —
百“ ,

一 名

了
飞丁

探占立孰饭
口

,

、
。

了口
,

口 八 己
亡

— —
飞 月一

—
州一

— —
“ 州卜 ‘

, 口

创一“一一口一口
了万见、

一 、 ‘一“一 一“一 一“一 “

一

小
甲 丹 ‘

利用奥
一
高定理可将 式化简为
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占了 一

一众
〔甲

“

一 一 , ,一“ 占·‘·

。
·

。一 。, , , 一‘ 一
·

由此得到变分问题相应的本征值问题为

一 、“ 一 一 十 工 ,
,

一
,

。 、

斗

反之
,

由本征值问题 幼 出发可导 出变分问题 求耗散函数极小值的变分问题和

求解本征值问题 ‘ 是等价的

本征值问题 和文献 导得的本征值问题 斗 完全一样 我们要求的最小本

征值恰是文献 所要求的最小耗散系数 文献 〔 即 对这个问题作了详细讨论

这个间题在文献 〔 中从线性非定常问题的存在性和唯一性普遍提法下作了严格处理 已

经严格证明 本征值问题 一定存在最小本征值 几 和相应本征函数
,

使泛函 少 当

一 。 ,

时取极 小
,

满足

。 一 。 。 李 。 、 一 五 。 , 、 ,

夕沙

至此证明了耗散函数的正定性

稳定性的定义

由于方程组 一 中不含 二 ,

只有 式含 丫 ,

因此
,

我们先对方程组 劝一 的

所有可能解组 令 一 ,

夕
, 。

, 。 构成的泛函空间 梦 一 男 况
, 汉 口 上来讨论解的稳

定性 这里 口行 为在区域 ‘ 上有定义
,

且满足
·

。 一 和 叫
,

一 。 的连续可微函数
。 , , 的全体

平衡解就是零解
,

即

宙 一
,

月
, 。

, 。 一
, , , 。 ,

夕

充液腔体的平衡解
月

密 的稳定性按距离

户 、
, 。

卜 一 一 夕 。 、 · ‘· ‘
夕

来定义

假设 一 兰 。 二
,

一 二 夕 粤
,

如果 。 一 夕一 粤

稳定 这里按距离 夕 式定义的稳定性具有明确物理意义

近 、。定的
,

贝。当

一
时

,

一
。,

夕一 。,

田 一 。, ·尸

系统平躺在水平面上就认为不

如果旋转充液腔体平衡解是渐

,

再由 式得 价 、

这表明充分长时间后
,

充液腔体就仍回到未扰动前的状态
,

初态和终态只有 为常数的一个位

相差
,

对于轴对称体这是无须区别的
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设
‘

和 轴夹角是 日·

满足 “

含
,

不稳定按 “ 来量度
,

如能证明 “ 随几士司

, 单调增加
,

表明系统偏离铅垂方向越来越大
,

不稳定 包含的物理意义是很明确的

稳定性判据

定理 如果轴对称充液腔体绕铅垂对称轴的 自由迥旋 重心为定点 状态的势能具有极

小值
,

即
,

夕 一 , , ,

夕
,

则对于满足条件 一 粤
。

粤和 一 粤 月 粤 的任意大扰动
,

’

是渐近稳定的

证 由 式可得如下估计

系统的 自由迥艾 伏态都

才 , , 。
· ·

。 簇 刀 , , 」

势能表达式 可变换为

乙 ,

夕 一 兰 〔 。。 月 。 , 。 。。 , 。 、 。之
尽

斗

。

作 刀。 泛函为

召了 一 兰
。 、 夕 。 。夕

, 浮

口曰户‘

一田田
·

。 ’‘

、,、、
,

勺一,、
‘

斗,,、,
尹

‘
、

‘
、矛了、

容易验证 嗒 关于 试嗯了 ,

是正定的
,

即

, ,

令
,

提 叮 成
,

令
, ,

其中
, 、

一 , 过 一 , 七 ,

—

、
, 一

仗 一 , ,

—

棍一一一一

仅当 令 一 ,

影 一

根据能量积分关系式 和引理 的 式得到
尸‘‘几,,,︺﹄‘‘

务
一中 口 一中 。 一 生

, ’口丫 ,

夕

即 些工竺亚夕是负定的
踌

根据 招了 的上述性质证得平衡关于 试招了
,

是渐近稳定的 系统 当 了一 时
,

一
”,

夕一 ” 田 一 。,

、口 ,。 , 一
。,

再 由 式得 , 一 系统 口未扰动前平衡状态只

存在 丫 为常数的相位差

定理 如果轴对称充液腔体绕铅垂的对称轴自由迥旋状态势能取极大值
,

即
,

夕 , ,

月
,
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则充液腔体 自由迥旋状态是不稳定的

证 设对称轴和铅垂方向夹角为 口
,

则势能可变换为
,

夕 。 一 。 , 夕 一 。 ,

由能量积分关系式 斗 对 忿 积分得

一 “
, 。

, · , “

一
币 · , 一 品

, 田。 ,

一 , ‘“
。

,
,

其中 石 。 ,

风
,

。。 , 。。

为初始时刻 。 的扰动动能
,

氏 为初始扰动势能

只要假设初始扰动满足条件

石 。 ,

局
, 。。 , 饥 乙 。

利用 式和引理 的 约 式
,

式变换得到

,
·

, ,一 ” , · ‘君 , 一 ,
。 ,

。。 ·

肠夕 “。

,

合
,

一 , , ,
’‘· , 一 “

。 , 。。 , 一 , “。

, ’
·

由 式看出
,

对称轴偏离铅垂方向 角 随时间 , 单调增加
,

定理 得证

综合定理 和定理 得到

定理 轴对称充液腔体绕铅垂的对称轴 自由迥旋运动稳定的充要条件是势能具有极小

值
,

即

, ,

推论 当轴对称充液腔体是扁形 时
,

则其绕铅垂的对称轴 自由迥旋是渐近稳

定的 如果它是长形的 则是不稳定的

四
、

司题的应用

利用上节推论 解答 。址 问题是一 目了然的 流体转子陀螺仪实验结果扁

形转子是稳定的
一

长形转子是不稳定的
,

这和推论 的结论精确地一致 至此
,

我们从大扰动

普遍情形出发按照 月 。 直接方法给出了 间题的完善解答
。 司题的应用包括

工程技术方面 本文在大扰动普遍情形建立了流体转子陀螺仪的稳定准则 转子必须设

计成扁形 这对于陀螺仪设计
、

液体燃料火箭
、

各类飞行器的设计均有一定理论指导意义
“

, 立‘ ,

天体演化学方面 为重新肯定
‘

,
。 一

理论
”提供强有力的实验证据〔“ 一 ’, 〕

地球物理学方面 从理论和实验两方面证明了牛顿地球模型的 自转运动是稳定的
一 ,
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