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使用任意非正交曲线坐标解
变截面圆轴扭转问题的数值计算

任孝安

中国科学院力学研究所

蓦本方程及其数值求解 由于讨论的是轴对称问题
,

因此取柱坐标系 中 的 坐

标为任意曲线坐标系 矿
,

矿
,

矿 中的 矿坐标
,

在轴纵剖面 一 平面上取任意非正交

曲线坐标 护和 矿
,

则变截面圆轴扭转问题 以无量纲应力函数 劝表达的求解方程 川 为
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式中
‘ , 是度量张量的分量

,

刀, 和 刀 分别是坐标曲线 矿
、

由于轴纵剖面上内外壁 曲线本身就是

〕
犷和

、

轴之间的夹角

等应力 函数线
,

所 以其边界条件
,

内外壁

叻为常数
,

现取内壁的无量纲应力函数 沪为
,

外壁为 关于受扭轴两端面的边界

值
,

可取 已知的相近形状轴在该截面的 功

值分布

方程 的各项系数仅和各点的几何

参数有关
,

与 砂值无关
,

所 以是一个线性

齐次的止 阶偏微分方程 从特征方程判别

式确定是椭圆型方程
,

因此采用图 的差

分格式
,

利用三点不等距数值微分公式阳 ,

一 ,

’ 尤八 ,

一 , 亡 ,

代‘ 仁
一 文 一 , ‘

本文于 年 月 日收到
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将方程 离散
,

得到 势在网格节点上的值所近似满足的线性代数方程组 本程序用线

松弛迭代求解
,

收敛性 良好

关于曲线拟合 文献 〔 〕提出的方法是在任意曲线坐标系中求解
,

其 目的是适

应复杂的曲线边界
,

因此这就对程序提出了一个曲线拟合的问题

在求解方程 中
,

其各项系数仅和网格节点的几何参数有关
,

因此几何参数的计

算精度直接影响到整个问题的求解准确性

对各类几何参数
,

本程序采用的计算公式如下

。“

‘器 ,
’ ·

器
, 一

器

,

一 二 ‘ 一

、一 了序

这样
,

如何用一合适的解析函数近似拟合坐标曲线
,

在此基础上计算网格节点的各

类几何参数是一突出的重要问题 例如本文实例 就是一个工程上实用的形状非常复

杂的变截面圆轴 我们以轴的内外壁曲线及作为初值的近似等应力函数 线 作 为 少坐标

曲线 对于这样的坐标曲线不可能用一个一般的解析函数逼近其整体
,

我们采用的是过

三点的二次抛物线局部拟合 但是
,

当曲线斜率大于 时
,

其一阶导数值的精度很差
,

当曲线斜率变化比较大时
,

二次曲线的拟合效果也很不理想
,

如图 中的虚线所示 图

中粗实线表示真实曲线
。

为改善上述问题
,

我们采用局部旋转坐标的方法
,

即在通过 , , 、 ,

协
、

, 头 三点用二次曲线拟 合 坐 标 曲 线 时
,

先 将 坐 标 旋 转 角 图
, “ 气

田
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〔夕。一 , 八 一 〕

从 图 中可 以看到
,

原来在整体坐标

系中的大挠度曲线 即斜率大的曲线
,

在

局部坐标系中成为小挠度曲线
,

提高了数

值微分的精度 同时
,

对于斜率变化大的

曲线
,

采用了局部坐标系 中的拟合
,

情况

也有很大改善 在图 中
,

我们用细实线

表示坐标标架旋转 角后
,

在
, 一 产

系中

的拟合
,

对于 一 段
,

实线的拟合情况

比虚线的拟合显然改进不少

我们以这样的曲线拟合方法为基础
,

计算网格节点的几何参数 也就是过相邻三点

在局部旋转坐标系 一 , 中用二次曲线拟合
,

计算其中间点的数值微分
,

然后都转回

到统一的整体坐标系 一 中

在此
,

我们举一个有具体数字的例子 有一曲线通过三点
,

其坐标值如表

实际曲线如图 实线所示
,

第一点的斜率

应为负值
,

但利用三点不等距数值微分公

式
,

得到该点的一阶导数为正值 ’
二 ,

此时的拟合近似曲线实际如图

虚线所示

现将 坐 标标架旋转 角
, “ ‘ ·

·

喂拜纂于一
‘

· ,

在旋转后 的坐标

系
, 一 尹 中

,

拟合接近真实曲线
,

再将

坐标标架转回原处
,

于是
, 〔

一 ‘ ,

城 〕 一

由此充分说明旋转坐标在曲线拟合中

的意义

值得一提的是
,

这样的曲线拟合方法

具有几何不变性
,

因此使程序不必作其他

特殊处理就能适应图 那样
,

包括拐弯部

份 如图中 月刀 刀 及 刀 区域 的 复

杂外形的变截面圆轴

,,,,,,,·,

暗
,‘,



固 体 力 学 学 报 年

以上所讨论的曲线拟合间题
,

对 函数曲线的拟合也同样适用 例如存在某些函数值

变化剧烈的区域 在本计算中突出的是坐标曲线
,

包括外形 曲 线的拟合
,

具体体现在

岁 和 刀
,

的计算中

计算实例 本文的计算都是在 一 计算机上进行的

空心圆锥体的计算 为检查方法和程序的可靠性
,

我们对空心圆锥体进行 了 计

算 取其外形尺寸大致和发动机涡轮轴相近 计算结果和理论解 ”比较
,

无量纲化应力

函数 , 值和剪应加
·

蛊 为扭矩 , 的最大相对误差都在 ‘ 以下
·

复杂外形涡轮轴的计算 我们对工程上实用的边界形状复杂
,

并有小凹槽应力集

中区的涡轮轴进行了计算 其纵剖面见 图

二

一
卜

」」

凹槽区剪应力最大值的计算结果 见表 与光弹实验结果接近 对于 二 尸
, 二 。

的情况
,

光弹实验结果第一凹槽最大剪应力为 公斤 厘米 ’ 川

表 中
、

分别为二种不同网格情况下计算的结果
,

在凹槽区
,

网格约 比 网

格加密一倍
,

其他区域网格疏密相差不大

计算所得的等应力函数线及沿轴内外壁剪应力分布分别见 图 及图

本计算中取相同尺寸的空心 圆柱轴的 势值分布为端面边值 我们曾以按线性分布为

端面边值的计算结果与其作比较 图
, 比较说明

,

端面边值的影响衰减很快
,

大约经
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表

第一凹槽最大剪应力 二 、
、

第二凹槽最大剪应力
二

也
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过相当于壁厚尺寸的距离后
,

此影响就可基本忽略了

结论

本程序是文献 〔 〕所提出的方法的具体实现
,

通过它的使用
,

证实了该方 法的

一系列优越性
,

特别是使用任意的非正交曲线坐标
,

便于解决复杂曲线边界问题
,

大大

提高了传统差分方法的适应性和灵活性

本程序中采用局部旋转坐标系中的二次曲线拟合
,

是一个既能保证一定计 算 精

度
,

同时适应性强的
,

有效
、

简便的方法
,

使本程序成为能适应各种复杂曲线边界的通

用程序

本程序使用二次曲线局部拟合坐标曲线 应力函数 势对 宇的各阶导数按三点不

等距数值微分公式计算
,

这实际即是假定应力函数沿坐标曲线 寸的分布为二 次 函 数

因此
,

从近似精度来讲
,

它相当于有限元计算中的八节点等参单元 但由于本程序所使

用的方法
,

已直接推得在任意非正交曲线坐标系中 劝的求解方程
,

因此只需作一些简单

的运算
,

就能得到线性代数方程的系数 而在有限元的八节点等参元计算中形成刚度矩

阵的计算量是 比较大的

本计算中取应力函数 砂为基本未知量
,

并且程序中采用迭代法求解
,

系 数阵中

只贮存非零元素
,

因此可 以在内存量较小的计算机上使用 例 如 在 内 存 为 的
一 机上

,

可 同时计算 多个节点 这对工程上的广泛使用是非常有利的

由于采用任意的非正交曲线坐标
,

在程序中能简便地实现网格 自动划分 并且可

以对不同区域按排不同疏密的网格
,

应用灵活

计算结果除了给出节点的应力值
,

还给出全轴的等应力函数线
,

由此可以直接

看出大致的应力分布及应力集中情况
,

有利于工程上改进设计

本工作受到李敏华老师的指导
,

在此表示深切的谢意

参 考 文 献

〔 〕

〕

李敏华
,

变截面圆轴扭转间题用非正交 曲线坐标的新解法
,

固体力学学报
,

吴仲华
,

不等距数值微分公式和系数及其在偏微分方程数值解 上 的 应 用
,

科 学 出 版 社
,

, , ,

一 ,

成都市水电勘测设计院
,

科学实验所
,

第二重型机械厂
,

四二 厂
,

光弹实验报告
, 了 年

月

、夕、,护
怡、了、



第 期 任孝安 使用 任意非正交 曲线坐标解变截面圆轴扭转间题的数值计算

一

一

” ‘ 入。。‘ , ‘ ‘”下 。


