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钝锥体非平衡尾迹简化计算方法

牛 家 玉

中国科学院力学研究所

摘要 本文对条带积分方法作进一步的简化
,

在给定各物理量剖面分布规律并补充以

合理的尾迹边界发展规律后
,

将尾迹在对称轴上所满足的守恒方程组作数值积分
,

计算了

高超音速飞行器在零攻角飞行时的非平衡尾迹流场的流动参数和电子数密度的分布
。

考虑

的情况为 半锥角
。

的小钝头锥体
,

飞行速度 公里 秒
,

高程 。
、

。
、 、

公里

四种
,

混合空气计及八种组元
,

个化学反应关系式
‘

针对细长飞行器高超音速尾迹而言
,

本方法与多 条带积分方法及差分方法相比具有处

理简单
,

计算量小的优点
,

结果可以较好地给出沿尾迹轴上电子密度及其它物理量的变化情

况
。

符 号

‘几‘
‘‘

勺

梦 。 ⋯梦‘

速度剖面多项式系数

同上

总焙剖面多项式系数

同上

第 组元浓度剖面多项式系数

第 组元质量浓度

长度尺度参考量

二元扩散系数

总止含

静焙

第 组元热焙

第 组元化学火含

第 反应正向速率常数

第 反应逆向速率常数

第 组元分子量

混合空气平均分子量

压力

普适气体常数

温度

沿轴向流动速度

山‘ 第 公组元化学反应生成率

轴向坐标

径向坐标

占 轴向无量纲坐标

刀 径向无量纲坐标
,

反应物计量系数

刀
,

生成物计量系数

密度

尾迹边界与轴之距离

拼 粘性系数

口
‘

·

” 二元扩散碰撞积分

尸 普朗特数

里维氏数

少

人汽

川舔一

本文于 年 月 日收到
,

月 日收到修改稿
。
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脚 标

场

外缘

湍流

引 言

随着宇航事业的发展
,

研究高超音速飞行器在返回大气层飞行中的尾迹流动
、

电磁

及辐射特性对于空间科学和军事 目的的应用具有重要意义
,

为此从 年代初起已有大 录

的关于高超尾迹理论和实验研究的文章
,

如文献〔一 〕
,

它们分别描绘了钝体和细长体

高超尾迹的流动图象
,

并给出其流动和电参数的计算方法
。

在这些理论计算当中遇到的

共同性的困难
,

就是对于物体后而的底部回流区域的流动情况尚无好的处理方法 尤以

考虑空气离解
、

电离和头部烧蚀对后面影响的情况为甚
,

因此至今未见严格的高超尾迹

的理论计算结果
。

现在已有的处理方法大致可有三种类型 一种是以计算湍流尾迹中化

学成分
,

其中主要是电子密度为重点的简化方法 准一维流方法 可 见 等 的

文章
「。 〕 ,

其余两类一是有限差分法
,

一是条带积分方法 可见 〔 」及 陶 等

的文章
。

国内在过去也有这方面的研究工作
,

所用的方法都是条带积分方法
。

相 对 于

有限差分方法而言
,

多条带积分法的计算量是小的
,

但仍需花费较大债的计算机时
,

条

带数 日愈多计算量愈大
,

这就给工程应用带来了一定的困难
。

从 另一个角度来说
,

如前

而提到过的
,

作为为尾迹计算提供初始条件的底部回流区尚无很好的理论结果
,

而在后

而的尾迹区域内却作很复杂的
,

考虑诸影响因素的详细计算
,

其结果也并不一定是满意

的
。

所以研究一种比较简便而又能提供合理数据的处理方法
,

对于工程应用来讲是颇有

实际意义的
。

已有的准一维方法较为简单
,

但适用范围限 于完全发展的湍流尾迹
,

我们

力图找到一种简便方法
,

使其既能求解层流又能求解湍流的非平衡尾迹
,

从而给出一些

可用的流场和电子密度的参考数据
。

不同的物体形状形成具有不同特点的高超音速尾迹流动
。

钝体后而主要是无粘尾迹

或称嫡尾迹
,

其中的等离子体大部分是由物体头部激波压缩区内产生的等 离 子 体 沿

流向自物体脱落下来的
,

而细长体后面主要是山物面边界层 自物体脱落下来形成的粘性

内尾迹
,

在同样飞行条件下它要比饨体尾迹短
。

本文研究的是小钝头锥体
,

所以炽热

的等离子体和主要的辐射成分都集中在粘性内尾迹区域内
,

而无粘外尾迹相对而言就是
“

冷 ” 的
,

这样就可以将它们分开来处理
,

用边界层方程来描述粘性内尾迹的流动规律
,

而无粘外尾迹单独作近似处理
,

用它为粘性内尼迹提供边界条件
。

过去作过的多条带积分方法就是这样
,

将边界层方程用于粘性内尾迹
,

在给定轴上

和外缘条件后将偏微分方程沿径向积分
,

而后对所得一阶常微分方程组作数值积分
。

计

算表明
,

这种解法虽能较好地描绘整个尾迹流场
,

但是计算量非常大
,

所用机时是相当可

观的
。

本文即从这种考虑 出发
,

将边界层方程用 于高超尾迹的对称轴上
,

在补充以各物

理量沿 ’而的准相似形分布及尾迹边界发展规律以后
,

可以得到一组常微分方程
,

以给定

的颈部条件提供初始值进行数值积分
,

得到沿尾迹轴线的电子密度和其它物理参数的变
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化情况
。

文中参 照 〔 。〕各扭移以有头数打
,

纤 出刘罗月
‘

哥以匆鲜务什
,

计算了 幼
、 、 、

拐公里高程下的尾迹流场
,

结果与已有的差分法和条带积分法作了比较
,

规律一致
,

结

果曲线示 于附图中
。

二
、

基 本 方 程

如上所述
,

对于细 长体的粘 性内尾迹使用边界层方程予以描写
。

就本文所研究的具

体问题来说
,

用的是轴对称
、

非平衡
、

定常的可压缩边界层方程组

动量方程
『

而
, 。

加 力
产 ,

厂一 叔 、
尸“ ‘

百贾
一厂 尸“ ‘ 一

。

一
‘

己二一「 百 妙
‘

能量方程

拟犷一百又
「 左 万 、 、

十 洲 一石升一 。
‘ 一

氏 一厉 十 铲
”一

百少
一

。八
一

万一

夕

一 石
组元质量守恒方程

全
、

,

一 。

溉
一

全
· ,

,

。一 人

、
,

、

“
一

,
二

十 、 二

一 下一 灭 ,

十 山
,

义 厂 厂

公 , ,

⋯ ⋯
, ,

一

第 式等号右边第一项为扩散流项
,

通常它由三部分扩散效应组成
,

即浓度扩散
、

压力扩散及热扩散
,

但在此问题 中相对于浓度扩散而言
,

后二者的效应很小
,

可略去不

计
,

所以混合空气各成份的扩散流为

,
,

一
。 。

, ,

器景盗。
,

各成分相互之间的扩散性质由扩散系数 少
,

反应出来
。

将上述方程 一 用于尾迹对称轴上
,

要求其满足轴上的对称条件
〔

一一
面
一

,
一一

”

一一

并使用无量纲坐标得到轴上方程组 为

动量方程
、、

、
口

些 兰 丝 、 一 卫办 芭
。

占
亡 。 。

占

, , 、

气 双 。夕一
,

— 丁

。 ,

沁
矛乞一 刁

‘

不石一

—
一一

口自
‘ ‘ 封。

能量方程
舰二

、
, ,

—
了万 、、万 一 一 一

一 万衬
一

下 王 戈 月
巴

十
双 。 口 弓 」 。 林‘ 丈 。 口 白

“

’ 。 “ 。 声

斋
一

之

命 丈
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丝时卜刹爵
,

纂劲
’ 工 令 丛几尽

尸 自 月
·

理 恰粼彩
‘

艺﹃走拼

组元质量守恒方程

翁
、

一二 一
石

一一出 “

互
。

梦 护 厂厉 。

厉 石矿火对
、 切 护 。 下不二云山 ‘。

其中舀二 二 , 刀一 , 厂占为无量纲坐标
。

状态方程为

, 一

斋、丁

总质量守恒关系

习 一 ‘一 」, , ·

一
“ ,

总电荷守恒关系

。 梦 二

月 那
’

、。

一全
一 。

对于湍流尾迹
,

按照时均化原则可以写出一组湍流尾迹所满足的守恒方程 , 经对粘

性输运性质分析得知
,

湍流涡旋中大尺度微团输运与层流 中分子粘性传输相比
,

前者的

效应比后者强得多
,

因此可以忽略掉层流粘性输运项
,

由此得到一组在形式上与层流尾

迹全同的守恒方程组
,

只是方程中各量在湍流尾迹中分别代表各自的时间平均值
。

为解轴上方程组还必须补充尾迹边界发展规律
,

因为目前没有严格的理论结果
,

本

文也不作祸合解
,

所以采用了经验关系式
。

由分析得知
,

当把动量守恒控制区取到压力沿轴向芯本不变的区域时
,

层流尾迹的

边界发展与轴向坐标呈 二 ’

的关系
,

向下游发展达到湍流远尾迹时其 平 均 边 界 呈

咨一
‘厂 的关系

。

在颈部附近考虑到流动的混合
、

尾激波的压缩以及来流马赫 数的影响
,

流动情况是比较复杂的
,

难于作较好的理论处理
,

但是可以参照实验观测的边界发展给

出经验表达式
,

参照文献〔 〕我们给出

二 月 。 二 ’ ’

二 。‘ ’ ‘ ’

、

二 ,

叭口
、

其中 为物体阻力系数
,

式中各参数 。 、 、 。 均参照不同物形和来 流 条

件而确定
, ,

根据压力沿轴向变化情况并参照实验确定
。

实验观测和分析说明
,

类似于对边界层问题的处理办法
,

高超音速细长体的粘性内

尾迹中的速度
,

焙
、

浓度等各量沿径向的分布可以取为准相似形 分 布
,

通 常以 指数 多

项式或一般多项式描绘
。

本文中速度与焙 面取 了指数多项式分布形式
,

对于组元浓度
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剖面选用 了一般多项式形式表示剖面内各组元质量浓度 、的分布
。

所用 多项式分布如

下

兰二 。 , 口 一 ” “ 一 ” ,

封 。

票票
。 , 一 ” “ 一 ” ’

。

‘ , 。 ” , ,
,

刀‘ 一

十
, 叮 ,

各多项式中的系数
。、 , 、 。 、 、 , ‘。 、 , ,

⋯ ⋯为 自变量 占的函数
,

均由粘性内尾迹在轴上

和外缘所应满足的边界条件而定
。

边界条件和轴上对称条件

刀 时
‘ , 一

。 ,

〔了

业 一 旦旦 一

酋
一 。

口 叮 口

‘ , 。 , ’ ,

。“ 。 旦鱼
而 一 而 如

刀 日寸

三
、

高温空气的热力学性质及输运性质

在引言 中讲到的飞行条件下
,

尾迹中空气离解
一

复合
、

电离
一

复合效应显著
。

混合空

气的内能由平动
、

转动及振动三部分贡献组成
,

电子激发态的贡献可以略去
,

按照能量依

自由度均分原则
,

振动非平衡的贡献用爱因斯坦函数近似表示
,

混合空气的热烙为
一

二
。

卿
丁

卜备资 云
, , 一

, 一 一
石一

气 ‘

、
忍 甩 二
一

其中 为振子的特征温度
,

混合空气静焙为

一 一 一

一
了万 而几 , , , 例 么 , 例 , 到 ’ , 三

片 今 令令
’

参照文献〔 〕中列出的表值选用
。

一 艺
、 ,

一 ,

是各组元的化学焙
。

为了简化计算
,

对于气体的输运性质用简化的近似公式
。

在层流尾迹中采用文献 〔 〕给出的粘性系数近似公式
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竺 厂工、
“

拼。 了
’
。

共中
。 , “。

为标准状况下的温度及粘性系数
。

取无量纲输运系数 尸 为常数
。

关于组

元扩散系数本文假定对于中性粒子和带电粒子二元扩散关系均成立 详见文献 〔 〕
,

通

过分析得到简化关系如下

当
, ,

时 少 , 一少
, 一少

。一 、

当 ‘ ,

时 少
, ,

少 , 少
。 一 、

当
, 一 ,

万时 少 ,
,

, 一必
。、 一 ,

酬
, 一 一

’ ’ , ‘

身了
’ ‘ ’ 、 , ‘ ’

碰撞积分口
’ ‘ ’

值
,

对于中性组元可用文献 〔 〕给出的表值
,

对于带电组元则用公式

参见〔 〕
。、 、 一 · 工

塾簧买己
一 “ ’

备
在湍流尾迹 中主要是大尺度微团输运

,

参照 〔 〕在现在所用的温度范围内取粘性系

数的近似关系

“ 一 己户
。 。一 “ ·

无量纲输运系数 尸 及 自 均取为常数
。

关于从层流到湍流的转挟过程本是一个复杂的问题
,

因为它受物体形状
、

雷诺数
、

马赫数等诸因素的影响
,

在这方面已经有许多专门的研究工作
,

本文只近似假定转换为

瞬 时发生
,

转披点的位置参照有关分析
〔‘ 〕而近似确定

。

四
、

化学动力学问题

对于我们所研究的高超音速飞行器来说
,

在约 一 公里以上的高空中
,

尾迹流场

内空气的化学反应速度与流动的特征速度相比达到可以相互比较的程度
,

因此必须要考

虑流场中的化学非平衡过程
。

本文考虑了八种组元之间的离解
一

复合
、

离解交换
、

电离

复合
、

电离交换反应
,

在一定温度压力范围内氧对电子的亲和力较强
,

所以也考虑到了

缄分子对电子的捕获反应
。

近年来的研究
「‘ 〕指出

,

除氧分子捕获电子之外臭氧捕获电

子的反应也值得考虑
,

此处影响不大
,

未予计及
。

实验证明 ’沿尾迹轴向
,

在颈部下游一

定距离后由于捕获反应而使电子密度急剧衰减
。

本文计及 个化学反应
,

其通式为

艺
“ 了 ’

蔺

兰艺 刀
, , 落·

, 二

红元生成率 山
,

为

山 一 盯
,

艺
, “ 左‘了

, , ⋯ ⋯
,

, ,

少一“如 众
〕

益
, ”

‘ ’ ”月、、
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计算中选用合适的正
、

逆 向反应速率常数 , , , 。, 。

五
、

计算方法及结果分析

在第二节介绍的一阶常微分方程组和其它必要的补充关系给定以后
,

本文选用 了变

步长龙格
一

库塔方法
、

使用 语言在电子计算机上进行了计算
,

计算过程中注意

到 适当地控制计算误差会对结果值的好坏有着明显的影响
,

为此作了如下考虑

山动量方程看出
,

因为初始点处
‘ 。

的值很小
,

如果在 求 导 数
‘

从 占

时直接将 。 八‘。

值去除等号右端公式
,

这样就会将右边计算过程中已有的计算误差放 大

很多倍
,

致使求得的导数过大
。

为了避免出现这种问题
,

我们将
‘ 。

放在被求导 的 函

数里面
,

令 。。一 ,

直接从动量方程计算
。,

而后再求 训
。 。

对于能量方程和组元

连续方程同样会出现这种问题
,

但是由流动分析知道轴上速度沿下游方向在颈部附近变

化很快
,

而焙值和浓度值变化应该缓慢得 多
,

而且从形式上看动量方程中没有 明显地包

含欲求的焙万和浓度
,

这两个量
,

为此在数值求解过程 中可以将动量方程先解 一 步
,

而后用此结果再作能量方程与组元质量守恒方程的联立求解
,

自颈部开始经过一 段不长

的距离以后再逐步调整为同步求解
,

我们称这种办法为 “ 拟同步法 ” ,

这样处理在数学

上是合理的
,

由此得到的结果值也能得到很好的改善
。

积分步长的选取也会影响结果值的好坏
,

为此迸行了儿种步 民大小 的 结 果 比

较
,

乍卜对物理量变化快慢而分段选用了不同的步长
。

求解温度的过程是个叠代过程
,

为此要消耗相当长的计算机时
,

本计算中也作

了简化处理
,

以造表求插值的方法代替多次的求积分过程
。

本文对于小钝头锥体
,

参照身部流场的两种不同解法所确定下来的颈部初始条件
,

使用近似的尾迹平均边界发展公式
,

共作五组计算
,

解得沿尾迹轴线电子密度
、

温度
、

速度等量的变化
。

从计算结果看出
,

在 公里时尾迹轴线上 电子密度值已低于 粒子 数 厘 米“ ,

这对于我们的研究已经没有实际意义
,

其余四组结果示于图 一 中
。

图 示 出与差分

方法和条带积分方法的定性比较
。

图 是在某一 占位置处各高程下电子密度剖面的图

线
,

看得 出在 公里的飞行条件下尾迹从顶部不远处已转挨为湍流流动
,

电子密度 向

下游去衰减得很快
。

图 示 出了 公里时尾迹平均边界的发展情况
。

由图示 曲线分析可以得到以下儿点结果

飞行轨道参数对轴上电 子密度衰减的快慢有明显的影响
。

在札同飞行速度下
,

高程愈低 在同样温度下来流压力愈 高 尾迹中电子密度衰减愈慢
,

从而尾迹愈长
。

湍流尼迹电 广密度 衷减速率远远超过层流 衰减速率
。

因为湍流是以大尺度微团

输运质从
、

动 准和六创连
,

这样扩
’

故的速度远 比分 扩散要快得 多
。

与
、
凡涣 己迹计算结果比较行出

,

化学 卜平衡效应使尾迹中电 于密度衰减变缓
,
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图 电子密度剖面分布比较 图 电子密度剖面分布比较

淤,

二

图 非平衡尾迹轴上温度变化 图 非平衡尾迹轴上速度变化
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图 尾迹各位置速度剖面 图 尾迹颈部速度剖面比较 公里
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图 尾迹的平均边界发展 公里

从而尾迹增长
。

尾迹颈部初始值对于后面的计算结果有明显的影响
。

本文确定的尾迹边界发展规律为求解方程提供了合理的条件
。

沿径向远离轴线处本文结果与其它已有方法比较符合不好
,

此系方法本身的局

限性所致
。

结 论

本文给出的处理方法包括层流和湍流两种流动情况
,

比多条带积分方法简单
,

计算

量小
,

可以较快地计算出沿尾迹轴线电子密度及其它物理量的合理变化
,

为工程应用提

供数值依据
。

本文的计算使用 语言
,

由王福汉
、

李东凤同志完成程序编辑及操作运算工

作
。

本工作得到卞荫贵先生的指导和支持
,

在此一并致以谢意
。
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