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流体运动稳定问题是流体力学理论中的一个重要课题
。

它以研究层流如何转变为湍流为

主要 目的
。

近一个世纪以来
,

理论和实验已取得很大进展
,

但距离最后 解 决 问 题还很远
。

〔 〕和 〔 〕总结 早期用简正模法研究的结果 最 近
, 〔 〕 ,

和 〕作 了进一步综述
,

特别总结 了近年来非线性稳定理 论 的 进 展 认 阁 所编

《流体运动不稳定和湍流的发生 》对这一研究领域最新结果作了全面评述

流体运动稳定性的研究归结为偏微分方程的求解和定性分析
。

主要有两种方法 简正模

法 和整体方 法
,

包 括 能量法和 ’ 直

接方法
。

将流体运动稳定理论和常微分方程稳定理论的方法作一比较可知 简正模法相应于一次

近似方法
,

但用简正模法处理流体运动稳定问题必须具体求解相应的本征值问题才能得到稳

定条件
。

在文献 〔
,

〕中所讲述的问题都是如此 能否类似一次近似方法
,

不必具体求解本征

值问题
,

应用 定理就能判定本征值的符号 在作者 〔一 〕的一系列工作中
,

应 用伴随

变分方法处理本征值问题恰可达到这一 目的 而且为稳定性问题直接近似计算提供了变分基

础
,

我们将简正模法和伴随变分法相结合而成的方法称为一次近似变分直接方法
。

叻训〔 和嘛 比 〔 〕最先将 几 , 直接 方 法 推 广到处理偏微分方程的稳定问

题
。

以后
,

在弹性结构稳定理论中得到广 泛 的 应用 〔, 〕在 年 召开 的一次
“

连续系统的不稳定
”

讨论会上
,

报告的论文几乎都是固体力学方面问题
,

只有少数几篇涉及

流体运动稳定问题 〔“ 〕
。

和 〔, 〕对几。 直接方法在 连 续系统稳定理论的

应用作了全面综述
。

主要针对固体力学方面的应用
。

〔 〕的专著主要论述 了 能量法对

一些流体运动稳定问题的具体应用
。

一次近似直接方法只适用于线性稳定问题
,

’” 直 接 方 法既能处理线性问题又能

处理非线性问题
,

遗憾的是寻求江 ” 泛 函 没 有 普遍法则 〕认为
,

稳定理论

所使用的量和概念取决于研究 目的和兴趣
,

严格地讲没有统一的理论 对连续介质运动稳定

问题如何应用 ’“ 方 法 要 进行总结很困难
,

除 了叙述每个具体问题如何按变分不等式

去构造 月” 泛 函 外
,

提不出一般的构造方法
。

不象常微分方程稳定理论那样有一套系

统构造 几“ 函 数 的理论
,

例如常系数或周期系数的常微分方程组就有一套构造的系统

方法
。

本文 目的是 首先概述应用
“

一次近似变分直接方法
”
的基本思路和具体应用 其次试图

概述将 刃” 方 法 推广应用于连续系统的几种途径和应用的几个实例 第三
,

评述这两

蒸



种方法的优缺点

一
、

流体运动稳定性的基本概念

稳定性的物理含义 流体力学基本方程的每一解式决定的流体运动状态能否在 自然

界实现
,

取决于这个流体运动状态对小扰动的反应
,

如果小扰动随时间衰减时流体状态能维

持下去
,

就称这种流体运动状态是稳定的 反之
,

如果小扰动随时间发展
,

就称为不稳定

数学定义 按照常微分方程解的稳定性的 ’ 提法给出
刁钾,

一考 ,

假设流体所占据空间 区域为
,

则流体的密度 二 , ,

压力尸 二 , ,

速度

口 , 等都是在 集 合
,

》
, 二 〔科 上有定义 且连 续可微的函

数
。

设所有这样的函数沪

按照物理问题的要求
,

二 ,

构成函数空间为乙
。

选定空间乙的距离 范
,

诸如

“ 一 二 ,

无任

, 一 二 , ,

或了
一

奋
。 一

虱 了 或 了〔训
一

咨 了
一

办 〕、

等
。

假设速度
,

和压力 尸 ,

非定常 基本流的稳定按给定的距离定义

等是某一层流的基本解
,

可以为定常
,

也可以为

定义 对任意给定的
,

存在某个正数。 ,

如果
, 一 ,

叫日卜 一卜
二 , 一 尸 二 ,

等对所有 有下列各式成立

、 二 , 一 , , 二 , 一 二 , 。 等
,

则 称 基本流

动是稳定的

定义 如果当 时 “ 二 , 一 , , 二 , 一 戈 ,

,

等
,

则称基本流动状态是渐近稳定的
。

上述定义保证了在整个时间过程中扰动终始是小的
。

从偏微分方程定解角度看
,

就表示

初始条件的微小变化
,

在整个过程中解的变化也是微小的

定义 如果存在某 和初始时刻
, ·

存在某确定扰动运动状态 尹
, ,

, ,

虽 然 满足 二 , 。 一 二 , 。 ,

但总存在某个时刻 使得

户 二 , 一 二 , 。 , ,

二 , 一 ,

, 一 二 , ￡

则这个基本流动状态称为不稳定

按几 ” 稳定性定义的特点山 〕



。

掀 , 妞 稳定概念 是一种 局部概念
,

它涉及被考虑状态附近的 特 性
,

因此
,

初始

扰动范围较小
,

也就是 值较小
,

对应于物理上小扰动情形
。

特别是对渐近 稳 定性
,

要求的

值就更小

时间是无限长的 如果只考虑有限时间
,

则相应地有有限时间的稳定理论
。

。

初始扰动的大小与初始时刻 的选择无关
。

初始扰动之后无其他外扰
,

初始扰动来源不必考虑
。

基本流动状态与扰动运动状态服从同一基本方程组
,

而且 二 者 在 同一时 刻进行比

较
。

线性与弱非线性稳定理论都是按上述定义给出
。

对应的初始扰动可任 意 时 所 定义的稳

定
,

称为全局稳定
。

刀 稳定概念在解 决实际问题中的局限性 从 数 学 方 面 看
,

按 江豆 邸

提法建立的常微分方程稳定理论是很严格的 在工程实际问题中
,

离散系 统 的 稳 定问题按

几 , 稳 定 概 念 得到最合理的解决
。

但对某些实际问题
,

这一理论仍旧 无 能为力
。

例

如图 所示小球的平衡状态按 ’ 局 部 稳 定定义是不稳定的
,

但它实际上是稳定的 ,

又如图 所示小球的平衡状态按几 , 局部稳定定义是稳定的
,

可是实际上对大扰动是不

稳定的
。

图

再如欧拉杆的稳定
,

其受载的上端是 自由端
,

下端是固定端
·

随着载荷尸的 增加会出现

很复杂的情形 对于杆的垂直平衡状态存在一个临界载荷尸
。‘ ,

当尸 尸
。‘
时

,

杆的垂直平衡

状态才能稳定 当尸 尸
。 ’

时
,

杆的性状要由大挠度方程描述 此时杆要维持一 种 小弯曲状

态的平衡
,

还存在另一个临界载荷尸
。“ ,

当尸 尸
。“
时杆存在稳定的小弯曲平衡状态 尸 尸

。尹可

应用线性稳定理论处 理 尸 尸产可应用弱非线性稳定理论处理
。

当 尸 大到一定程度时 , 杆

会绞结成麻花
,

这些杆的性能和变形出现突变状态
,

连续系统的大扰动 稳 定 理 论也无能为

力
。

以处理小扰动为对象的局部稳定理论
,

就是对离散系统而言
,

也会出 现 极 大 的数学困

难 例如最简单的常系数常微分方程组情形
,

当出现特征根实部为零的临界情形
,

处理起来

就很困难 处理偏微分方程组的临界情形就更加困难
。

所以尽管从 年代就开始非线性流体

运动稳定理论的研究
,

目前绝大部分研究还都属弱非线性范畴

流体运动稳定理论的发展
,

在数学严谨性方面常微分方程稳定理论是标准 在实用性方

面
,

弹塑性动力稳定理论和陀螺稳定理论是榜样
。

非线性流体流动稳定理论的发展必须放弃

数学的严谨性
,

目标向实用性方面发展
,

否则将裹足难行



兰
、

一次近似变分直接方法

简正模方法概述 按照小扰动假设
,

在基本流 上叠加上流动的 小 扰动 在

流体力学基本方程组中忽略二阶以上小量得到描述一阶量的线性小扰动方程组

由于这些线性小扰动方程组只含时间 的导数而不显含时间
,

所以可以 期 望有和指数函
从 数 成 比例的解 在扰动边界条件是齐次情形下

,

就导得以入作特征值的一组本征值问题 如

果如此得到的本征函数系是完全的
,

则一般解就可用这些特解的 和 式 表 示
,

切 〕认对于 自

伴情形已有严格证明
,

这就是按企交完备函数系展开的理论 一般情形只能算是 自伴情形的

外推和基于物理事实的约定 非 自伴情形只有个别情形证明了本征函数系的完备性
,

“幻

简正模法通过直接求解本征值问题来决定本征值的符号
,

一般情 形 入二 入
。

、是复数

如能证明所有本征值的虚部 入 ,

则基本流是稳定的 如果至少有一个本征值 礼
。 。 ,

则基本流是不稳定的

直接求解本征值问题是很复杂的
,

我们应用伴随变分方法来处理本征值问题可以不必具

体求解本征值问题而能决定本症值的符号
,

我们称为
“

一次近似变分直接方法
”

以下我们通过处理
“

旋转液体星的稳定
”

这个经典问题来阐明这个方法的具体步骤 〔。〕
·

用 “ 一次近似直接变分方法 ”
解题的步骤

导 出平衡解 液体星平衡状态满足

八叫
。。 ·

母而如 ‘
一 ,

帜 代

。
。 戈 尹

卜 卜

忿 一

劣 一 劣

‘‘犷

在 上
, 尸 。 之 一

其中
。 ,

尸。 , 。
分别为液体星的密度

,

压力和引力 势 二
一

为矢径
,

为万有 引 力 常数
,

虱为角速度

⋯
、 ·

。

导 出

小扰动方程为

小扰动方程和本杯值 问题 假设 粼朴 ‘ 为 扰 动位移矢量
,

则以省为 变 元的

占
月卜 刁卜

。。

藏
、

典李
一 。 “

旦真 、
一

笋
一 。

曹
石 、 不 ,

守 矛
。

。。二二 丁丁、
。

矛 ‘ 了
·

, 。 一岁一右
二 一 产

一

川卜

乙旦呈、
、 口



在边界 上满足

再 示 饰
。 · 绮 一 。 “占

刁劣 口 佘 乏一‘

假设 雪 劣 , 曹 畜
, ‘

一

代人 一 一 ‘ 导得本征值问题

。。

尹 曹
。

汤
。 只

曹
一 , 甲 “

曹
二 一

抒 蕊
月卜

舀
·

户。

。甲 丁丁
。。

乙 , ‘曹
·

犷

」卜
·

省 二

, 一‘一兰一一
, 卜 一卜

二 产 昏 一

劣 一 男 ,

一

在 上
,

〔 占
,

二 刁氛 此 、
雪

·

守 尸 。 ’ “ 一 朴 七不石万 宁 下寿丁
’ ”

一

之、仪

求伴随本征值 问题 伴随本征值问题求法和常微分方程中伴随算 子 求 法类似
,

应用分部积分过程即得〔 〕 设

二 , 劣 〔
一

是一组齐次微分算子方程 作 和另一函数 的内积
,

应用分部积分 即 导得相应伴随微

分方程

‘· ,
, 一

, ·

了〔
· · 一

一

。 ,
·

‘· , 〕
‘ 一 , ,

其中
,

也是微分算子
,

是在分部积分过程中自然形成的 的包含第一次 分 部 积分时

得到的口项向 包含对应的项

算子
。

称为 的伴随算子
,

人 就称为 自伴算子 规定 。 的一类称 为 本质边界条

件
,

而规定 的那一类称为 自然边界条件

利用上述原理可以求得本征值问题 的伴随本征值问题 以 刀乘方程
一 ,

·

对 二积分

然后分部积分直或上的微分消失为止 由此得到伴随本征值问题
‘

曰 」卜 刁卜 一卜

户 。 刀一 〔 。口 。 刀 林甲 刀 〕 一 甲 ”
刀

·

甲 。 钾
尸

· , 。

吟 了了丁、
。

, ‘
·

访二 斗
, ,

一

戈 尸

二 一 二 ‘

甲
·

刁 二

一

一

、 了言
,

才
、 。

广 二
、 、 , 助 上 如‘ 、‘

门工 口 儿 , 里 、 , , 丁 、 , 一
尸

’ 一 万 一 丁 , 了贾一一
一 , 一 护

、 ‘ 口 劣 产

一



一
。

导出变分方程和证明 变分原理 变分方程为

一二侣‘、认甲﹄
‘,、

一咔帕
。 曹

,

育
二 一卫

誉
刀

曹
,

布〕

士了只丁
, 二

一

、
’

中 曹
,

育 。。
一

,

二
、

万
公

于
、

飞
甲 、 一 , 百

—
, , ’ 甘 ” , , , ,

、 ‘ 产

、

口 二 产
, 、 丁、

今
·

一

一

其 中 蜜
, 叮 重 刀

一钾

工

碑产犷‘

一一

梦 雪
, 刀

中 雪
, 刀

丁丁丁
。。

汤
。 ·

了
、 ·

育

二

丁丁丁带份 会
·

会
·

舞 会 汀

一卜 知
·

省 戈 一

尸。 了
,

,
尸了百 石万 、 雪

·

甲 ,
·

广义

兜 ‘

厂

币舀

了,口产‘

一

一

丁丁丁了 户。 户。 义 产 刀
钾

·

功丫 若
‘

功育
—

义 口
卜 叫卜

犷 犷 戈 一 戈

这样
,

本征值问题 和 就变为泛函 舀
, , 的变分向题 证明变分原理就是证明

本征值问题 和
十

的求解和泛函 雪
, 刀 取极值是等价的 证明参看文〔 〕

。

导 出本征值积分 关 系式
系式

在变分方程 一 中
,

以省 代替 , 得到本 征值 积分关

一一了一
中

, , ’ 中
夕 工 、岁 十 一一

一

一 少 一 一

邵
乙

一

其 中

雪
, 萝卜丁丁丁

。。

曹 ·

占 戈 一

工导飞



侧

卜 一书卜

岁 二 梦 雪
,

雪
二

丁牡
‘藏 乳

·

参厂

丁今 会
·

会 ‘

药 仃了孑
·

犷俞飞

一

中 二 中 毛
,

君 一

“ 咨是 ‘毛 省
,

‘尹,‘厂
一

汀会
一

’

荀
“ ‘

了丁丁
犷

洲卜 一卜

雪一 甲
,

右
。 ·

甲

露

丁了丁‘户
。‘汤。。‘几 承

·

厂

刃卜

, 省
·

甲 门卜 刁 , 卜
“ 产 一 “ , 卜

卜 州‘扣

,

一一

户‘犷户一

一

一

率
。

可以证明
,

由变分方程 一 和 一 决定的本征值是一一对应的
。

在方程 一 中各项具有明确的物理意义 表示扰动动能变化率
, 梦 相应于 卜

力的功率 梦 “ , 中 是粘滞 耗散功率
,

护 是对应于液 体星
‘

总势 能的变化

推导 一 可 用 类似于推导变分方程的过程
,

开始就用 雪代替刀直接得到 某些作

者就是这样做的
,

例如
一

〔 〕夸 一 ,

〔 〕和 〔 〕等 他们的做法缺乏变分基础
,

同时给不出计算发展率的方法
,

但两种过程所得结果一样
、

求 出运动稳定判据 利用 一 和

引理 设二 二 ,’ 和任意实数
,

则

一 士

丫二不
一 一

一

。 〔一 士

丫
。 〕 。

﹄、产、,二,曰了叮、飞、

可以得到如下稳定判据

定理 如果对所有本征函数雪满足

。 。 了
,

药
二

丁了丁药
·

犷曹忌
。

一 、

则旋转液体星是稳定的

定理 如果至少存在一个本征函数 舀
,

使



“’ ‘曹
,

曹
· 、

了了了药
·

雪 二 劝 一

一

犷

则旋转液体星是不稳定的
,

德定分析的近似方法 〔 。〕 选择在区域 上有定义的正交函数系

孙 劣 , , , · , ,
一 夕

不必满足边界条件
,

因为我们证明的变分原理是 自然边界条件下的变分问题 , 泛 函 占
,

叮 取极值后边界条件 自动满足
,

假设

卜 卜 一卜 刁卜

占 公 义 ,

·

将 一 代人变分方程 一 ,

怜 , 卜

兄
‘

了·

刁卜 , 铆卜

玉 戈 ‘

刀 变为待定常矢量
,

试的函数

茗 , , 二 , , 一
,

一一

了一刁,
斑廿一,口

得导件条
,

值极取一卜朔一斗数而︼
一山函一泛按

方程 一 是一组 个未知量的非线性代数方程组
,

这有现成的计算方法进行计算

一次近似变分直接方法的注记 一次近似直接方法实质上是简正模法和伴随变分方

法的合成
,

在某些情形下可以不必求解本征值问题而能判定本征值虚部的符号
,

它的局限性

都是简正模法原来就存在的

长期以来
,

简正模法是一种有效的解决实际问题的办法
,

特别在流体运动稳定问题中

是如此 比 〕
。

它能计算出不稳定发展率
,

但计算较繁
,

即使求稳定临界条件也是如此
。

改

进为一次近似变分直接方法后在某些情形可以直接判定本征值符号而得出稳定充要条件
,

一

般情形只能得到稳定的充分条件或者必要条件 这个方法对非 自伴线性本征值问题原则上都

能适用
。

简正模法决定的不稳定充分条件是可靠的 在使用稳定性条件时 必 须格外小心
,

要

靠得住就必须确保本征模是完全的
,

在实际问题中
,

按本征函数系展开构成解的方法一直在

使用 〔, 〕,

多数情形都缺乏完备性的证明
,

只有个别情形有证明〔
,

〕

简正模法只适用于纯离散谱的线性问题 但存在这个局限问 题 也不大
,

因为不稳定

谱一般都出现在离散谱内〔 〕
。

除自伴情形外
,

本征函数的存在性和完备性一般都没有证明 同时
,

对线性情形得到

的稳定结论在考虑非线性效应后是否仍旧成立
,

都是尚待解决的问题

三
、 “ “

直接方法

定义和定理〔乓〕 将几 稳定概念对连 续系统作了最广泛的推广〔 〕

长妙钾和 “〔 〕作了更通俗的阐述 以下叙述 理论的主要结论

李



假设系统被变量 , , ,

⋯所描述 在流体力学中这些变量包括速度 分布
,

和

压力分 布 , 了
,

, 及温 度 萦矛 等
,

这些 变量 。是位 置漏时间 ,的困数 系 统 的状

态被 二 , , ,

⋯
,

所描述
,

记为 优
, 。

所有 仓
,

构成 空间 空间 的每一

可能路径相应于系统的
“

轨迹
”

基本流动所对应的路径称为未扰动路径
,

记为 ”,

扰动路径 记 为
, 。

如果

路径变成空间 刃的一个点
,

称为
“

退化路径
”。

稳定性按两个距离 “ , ,

屯
,

来定义
,

对于未扰动路径的 每点 互“ ,

满足

尸 乙
, 约 乙。 ,

汀二 ,

初始扰动用 “ 雪
,

。 来 测 度
,

扰 动 路 径 用 亡
,

来测

度
。

。

稳定 的定 义 对于从点 “ , 。 出发的未扰 路 径 和 从邻近点出发的 路径按距离
“ , ,

乙
,

来说是稳定的须满足下述条件
。

距离 乙
,

对于每一非退化路径是 的连续函数

距离 忙
, 才 关于 “ 亡

,

是连续的
,

即对任给 。 , ,

存在
, 。 ,

只

要 。 乙 。 , 。 占。 ,

则 乙
, 。 。

对任给 。 ,

存在占 , 。 ,

只 要在 。 时 刻
, ” 亡

,

占 , 。

使得对所有 〔 。 和所有扰动路径满足 亡
, 。 、

如果 “ 乙
,

乙
, ,

就 自然满足
,

。

不 稳 定的定 义 如果系统不是稳定的就称为不 稳 定 的 条件
,

不变
,

代换为
。 。

存在 某个 和某一初始时刻 。 ,

对于任意的 占 ,

虽然 户“ 舀 。 ,

占 满足
,

但总至少存在某个 》 。 使得 雪
, ,

如果条件
, ,

和 成立
,

则称系统是不稳定的

稳定性 定理 未扰路径关于 ”,

是稳定的充要条件是
。 。

对任意非退化路径
,

距离 亡
,

是 的连续函数
。

。 。

距离 亡
,

关于 “ 雪
,

是连续的
。

。 。

在 空间的子空 ’五 畏 乙
,

互
,

为正实数 上存在泛函 乙
,

。 。
, , 、 、 口 。 , , , 、

丫 。
。

。沈 二 , , 户 ‘ 、
、 工 。 二 、

,

满足 ① 亡
, ,

即 亡
,

正定 ②一竿分
一 。 ③泛函 亡

,

关 于 ”有 无 穷 小
门 哈

‘ 、 。 ’ “ 甘 ’ 尸 一 “ ,

”
‘

一
’ 一

习 一
’

一 “
一 ’ 一 ‘ 一 ‘ ’一 ’‘ “ 子 “

上界
,

即对任一 。 ,

存在 。 使得只要 ” 雪 。 , 。 占就满足 亡 。 , 。

。

。

不 稳定性定理 未扰路径关于 ”,

是不稳定的充要条件是
。 ,

对任意非退化路径
,

距离 亡
,

是 的连续函数

距离户仗
,

关于距离 ” 乙
,

是连续的
,

奋 空间 的每一路径具有唯一性 对 空间 的 侮 一点 乙
, 才 ,

从这点出发的

任两条路径在 丁荃部时间内都重合一这是因为不唯一的解一定是不稳定的
,

故 不 必去判

别它
。

‘
。

、
。

存在 丁的子 空间丽 二 。
, , , “

,

, “
,

在丽上存在泛函谁足

匕‘



① 亡
,

为正数 ,
·

。
。。 。 。 二 , 户 , ‘ 、 、、 。 , ‘ 、 丫 二 ‘ 氛 、、 。 , 、 , 一

、 益
、 ,

一
②沿 任 意 路 径

,

以
, 。

,
,

导 数 竺斗立丢兰止么存在且以某正数为下界 ,
’
“ ’

一
’

“ ’ 一 ” ’

一
’ ‘ ’ 一

’ 一 ‘ ’ 一 ’ ‘ 一 、 一
‘ 一 ”

“
’

才
’

一一 一淋刀
’ , ’一 ’

③给定任意
,

能找到 亡 。 , 。 满足条件 户 ” 亡 。 , 。 和 亡 。 , 。 。

应用举例

旋转 液体星的稳定 〔 〕 这里应用 “ 直接方法处理第二节讲述的问题

假设描述液体星的变量取为

互 息
,

息
,

息
,

邑
,

息
,

毫

乙是在区域 上有定义且二次连续可微的六维矢量函数 所有雪构成集合 为 给定时间区

域 。 二定义空间 的距离为

户 亡
,

息

一

号 息
,

息

其中 。为液体密度
,

注意不要和距离 ”混淆
。

选择 几兄 泛函为

,卿
二

告
·‘

言 仓 息 息 一

仅当亡 息
,

龟 时
, ,

这里我们选择了总能量为 血

和 显然成立
,

现在来验证 一

泛函
, 、

容易证明稳定性定理的所有条 件 能 满 足
。

① 乙
, ,

即 雪
,

正定 雪
,

关于 亡
,

具有无穷小下界

由于 正定
,

存在最小本征值入
。

满足

一 卜 卜

息
,

动

邑
,

息

一

二
月卜 曰卜

色, 户。 号 入。 飞 息
一

李
一 ,

“ 一
则 ‘ , “ 丁 ‘尽

, 龟 尽
,

息

唇
,

其中 绳
, 入

一

②

手。
,

这由能量积分 即得

手
一

合了了把 会
·

会 右匀
犷

一



即 沿任意积分曲线是不增的

③了忙
,

关于 愧
,

具有无穷小上界

利用 只 东 不等式可以证明

卜 刁卜

息 刀 丫 息
, 。 几

一

】

月卜

〔

一

二
一

卫里卫一 之
刀 ,

】

,

甲 么 甲
“

丫

丁了歹。 戈 〔丁了丁
。 。。

在 甲
」卜

劣

捞 〕
厂

几 女甲 。

一 戈 ,

故 仓
, , 息

,

其中 告
,

刀
。

一

由此证得稳定性定理如下

稳定性定理 如果旋转液体星总势能 。
在平衡位置具有极小值

,

算子 正定
,

则旋转液体星处于稳定平衡

直接利用不稳定定义证明不稳定性定理如下 。

即 “ 二 乙
,

息

日卜 ‘ 卜

不稳定定理 假设旋转液体星平衡位置总势能不是取极小
,

即存在某位移 函 数 ” 二 ,

卜

甲
·

月
卜 一卜

,

使 ”, ” ,

则其平衡是不稳定的

对任给定 和任意
,

只要初始扰动满足

一孚卜 参

号
,

邑 戈 ,

〔

勺

,

七 〔‘ 一 ” 月 ,

﹃作

一 “ 勺 勺 〕
一

就能证明解亡 。是不稳定的

事实上
,

按 一 所取初始条件满足

亡 。
省

毒
,

斗 、 奋
省 。 息 占

一

今”尸、

一一
︺

勺 息
,



由
一 ‘ 对 积分得

,

宁 一犷
‘

厂少 丁卜 尹
‘ 。 ,

咔
万 ‘ , ”‘ ‘尽, 了 弓 “ 一 甲 ‘ “

“ ” “
犷 月士

‘

丁 ‘ 弓 , 弓

一

根据 一早 和 一 , ,

由 一 导得

, 。 , 。 粤 言
奋

毛 毛
,

息 一中勺‘

在‘“一 , , ,中
,

丁
, ‘ ,“ 是‘的单调递增函 数

,

取 充 分大丁
,

中
其中

丁
, ‘, “ ‘ 。 ‘。 ·

犷 , 。 , 。 ,

可以保证 丁时
,

户
,

至此不稳定性定理证毕
。

利用如下引理

弓 。 当偏离旋转液体星 , 衡位形的 , 、位移保持惯性 矩 ,

丁丁丁
犷

。 男 戈 二 至

一级近 似不变 只 改 变二 级 量 时
,

则 在 口 。 使 。 功 工一

孟取 极 小 和 在

“ 使 。 ‘ 合尸等
甲

取极小
,

两种情形所得出的长期稳定判据是等价的

弓理 如果口 。 。。 ,

则旋转液体星总势能 。的二次变分为卿

占 二 “
, 丈 。
气岁 一 —

咨才 么 , 乳 了了厂
·

少了“

哈
一

了丁卫六
一 育

·

曹 丁丁了
〔 省

· 竹
、 、 。 。

, , 。 。 万百
,

万百
一

一

丁丁丁了丁 、而
。

,
守 , 二‘药 甲 、 产 ·

沈

厂 厂



一 , 卜 ‘挤
戈 , 戈 一

工 一 六义

综合稳定性定理和不稳定性定理直接得到

最小势能定理 当旋转液体星作为整体旋转的 自吸引
、

不可压粘滞液体处理时
,

如其平

衡位形总势能二次变分不为零
,

则其平衡稳定的充要条件是保持角动量不变情形下
,

·

使总势

能取极小值
。

这个定理所证明的事实是 年 和 所预言的结果
“

如果 液 体中存在任

意微弱粘性
, 。 。

一则唯一的长期稳定情形是在给定角动量下能量是极小
,

在任何其他能量是

极小或极大情形下
,

平衡都不能是长期稳定状态
” 。

。

两旋转 圆柱之间的 流的稳定 假设两圆柱半径分别为 , , , ,

分别以角速度习 , ,

口 沿轴向方向旋转
,

其间充满不可压粘性流体
,

这 就 是 所 谓 圆柱间的

流
。

基本流满足
。 切 。 , 口 。 一

卜一 勺

一 月
二

一 协 ”“

一 勺

,

口
,

‘ 一 一几气一 一一 , 卜 二 一下刃一 一
式 占了

一

假设流场的扰动是轴对称的
。

扰动运动方程组为

。。 。。 。“ 尹 含 。
, 二 、 , , 、

一

嗜介 △“ 一

半

鬓二 鬓一鬓
·

罕二含 “女一 △一告

鲁二 韶一 鲁
一

鬓
·

伽

号豁洲 十

器
。

一

一

一 了

一

其 中

口 资 凡
不 一了丁吮

一 了飞厂 ,

丫 一 气 一叽“ “

。二

岑
一 , , , 为粘性系数

。

边界条件为

解 口 二 切

下面
,

应用 河 , 。 腻

犷 二 ”,
一

一

直 接 方 法 来导出稳定的条件〔 〕 集合 选择为在区间 勺

《
, 一 ” 上有定义且二次连续可微向量函数 以“ , , 切 的 全 体 假 设

, 口 , 。不

依赖于
,

沿二以周期 耐
, 二 一 司动 方式变化

。

定义空间 的距离为

卫



、 二 , 一 才粤汀
。 。 功‘

、
、 白

一

、 一

言
, 。 ,

切 对应于扰动态 芍 口’
,

口 对 应于卒 衡态
。

和、 、 , ,

一 二 。 、二 、 ·丁 一

选取 “ 泛函

, , 、 , 。 ,

。
“ , ‘ , 乏

一 犷 “ 一 气 了 犷“ ’”一 十 “ 一 , “ 一

应 用变分法证明一些变分不等式
,

再利用这些变分不等式 导 出 的条件〔的

林 勺“ 勺 , 二 〔冗“ 一 〕
〔兀“ 一 “ 〕月 勺

件 “ ” , ” 二 〔兀 “ 一 一

谨〔兀 勺 一

〕 , 一 ”“

一

林 ‘”,
,

‘”, 履不 〔。‘二 “ 。,
一 ,“ 〕告

这里条件 一 就是流体运动稳定的充分条件
。

最初
, 〔 〕选择泛函为

‘

一 》 产 产
” , ‘ 犷 ’ 斗 ” 叨 兰 六

一

后来
, 夕 力 改进选择 刀“ 泛函为 〔 〕罄

汀
, ,卜了了

· 〔之‘ ‘。“ ”一 〕 · · “ 为正常数 , 一

上述这些结果中
,

以 “八 〔的的结果最好 ,
最接近无粘性情 形 的 稳定 条件

林 勺“ 。

在上述二个例题中
,

由第一个例题说明如何应用变分不等式证明的技巧 由第二个例题

阐明选择月 , 泛函结果好坏的原则
。

月 , 直接方法在流体运动稳定问题其他方面应

用参看
, ,

一 〕

班 连续系统稳定问题应用 几只 直接方法的几种途径 连续系统稳定 问 题 应 用
” 班 。 直接方法

,

原则上就是按扰动偏微分方程的一些积分恒等式的组合来构成兀“ 。”

泛函
,

这实际上是变分技巧的运用

除了这个一般过程
,

以下我们总结几种在连续系统稳定问题中应用刀 , 直接方法的



具体途径
将连续 系统作 为刚体 处理或按 离散 系统处理 这是一个早为人们熟知 的 把无穷 自由

度问题变为有限 自由度处理的办法
。

在研究陀螺仪的稳定
、

飞机的稳定和机械系统的稳定时

就是这样进行的
。

研究天体运动的稳定问题是 ’“ 运动稳定理论的发源地
二

’“ 启本

人的研究就是从
“

旋转液体星的平衡和稳定问题
”

这个课题做起的
,

这就是我们前面用两种办

法都处理过的问题
。

’邢 及前辈研究者是把液体星作为 自身 引力作 用下的 不 可 压
、

理 想 液 体 介质
处理

,
’

这样就把问题变为有限 自由度的机械系统
,

系统用 个广义坐标
, , 。 一 , ,

和 个广

义速度
、 , , 。。 。 ,

描述〔 〕
。

控制系统运动的基本方程为

一

三一
一旦二八 全塑一

矛 、 夕 二 产

丫七

勺七 一沁一似

其中

二

三习 , ‘ 、

—动能 一

二 一 艺 目 吼一一势能
巴

一
艺引

一 口、
一一陀螺力 回旋力 一

这样旋转液体星 闭和工程中陀螺系统 〕归结为相同的数学模型 就是按照

这小模型建立
”

星螺仪回转稳定准则
”

的

旋转液体星用质点系处理 描述 计及 粘性 影 响 时只能 考 虑二个 自由度情

形哪 〕 本文前面对旋转液体星用 描述是按无穷 自由度的连续系统处理

将连续 系统按部分 变元稳定理论处理 取 〔的 研 究充 液 腔体运动稳定问题

提出了部分变元稳定理论 这样可以把一个本来必须按非线性 微 分 积 分方程组处理的伺题
〔”〕变为有限 自由度问题

决定充液腔体运动的物理量有壳体的广义坐标和
, ,

⋯
,

, ,

度问题
,

另外有腔内液体速度
,

和压力尸 戈 , 。

和 广义 速 度
,

本来这是 个 自由
双 ‘ 定义某些由腔内液体物理量积分的参数

,

了了了
。 ,

了“ 二 ,
, ,

一
,

然后他就按 变 元
, 二 , ,

一
,

和 ’
, ,

一
, 阴 考虑充液腔体的稳定

,

可以利用有限 自由度情形月 ” 稳定理论的结论 欲详细了解可参看文〔 〕

这就

化扰动微分 方程组 为常微分方程组 秦元勋等 〔了〕处理星系密度波的不稳定问题时
,

导得的扰动方程本是偏微分方程组
,

但作了进一步简化使其变为常微分方程组问题处理 ,

飞母



如果扰动偏微分方程是双曲型
,

则按特征线坐标写出扰动方程可以将方程降维
,

使得偏

微分方程可能变为常微分方程

化 本征值 问题为某种规 范算子形 式 对于线性常微分 方程稳定 问 题
,

已 有系统的

几 , 函数构造法则〔 〕
。

对于偏微分算子情形
,

人们也在朝这一方 向 努 力
。

〔钓

对于一类特殊形式偏微分算子
,

得到系统构造几 ” 泛函的方法
。

对于保守力作用的流动稳是问题
,

如果小扰动方程可以变换为如卞标谁形式

一卜 一勿, 卜

尸 占十 省 十 雪二 》 ‘

其中 占 〔 当 》 时
,

为内积空间
,

算子尸 , ‘ ,

是不依赖于 在 有定义的线

性 自伴算子
,

且尸正定
,

则通过运动积分恒等式的组合存在一个系统的构造 几只 泛函的方

法〔 〕 这一方法在有限 自由度的机械体系中〔“幻 ,

在保守流体力学体系和等离子体体系中均

有广泛应用〔 〕。

四
、

结 束 语

一次近似变分直接方法只适用于线性非自伴情形
,

由干一般情 形 不能确保本征函数

系 是 完 备 的
,

所以使用稳定条件时要倍加注意所得不稳定条件是不是可靠的 目前流体流

动稳定理论绝大部分是线性理论 线性理论为层流向湍流转挨和工程实际问题 提 供 了 丰富

而有用的数据 所以
,

一次近似变分直接方法仍是研究流体流动稳定问题的最有效的办法之

非线性理论是 目前发展的中心课题 考虑非线性效应将出现非常复杂而有趣的现象 这

属于 一 方程和分叉现象研究范围
,

本特辑有另文详细介绍
,

或参看文 〔 〕和 〔 〕

江只 。刀 直 接 方 法 是一种研究稳定性的严密方法
,

不仅可应用于线性和弱非线性

情形
,

甚至可应用于大扰动情形
,

几“ 二。 直 接 方 法也可用于估计稳定的品质
,

遗憾的是

给不出统一法则来构造几“ 泛 函
,

就 是 对有限 自由度系统在一般非线性情形也没有一

个可行的构造几“ 函数的法则
。

近 年来
, 几 , 直 接 方 法 在 固体力学领域中已取得很大进展

,

但在流体力学

领域中尚发展不够〔 一 〕 用能量法对一些流动问题作了研究
,

只 能 得到总体稳定

的充分条件
,

所得下临界雷诺数 “一 “ ,

条件太强
,

实用意义不大 目 前
, “ 直接

方法应用于流体流动稳定问题尚无系统理论
,

但可
一

肯定
,

其发展前景是远大的

谈稿生教授给 了作者热情的鼓励和指导
,

徐 复
、

周 恒等同志和作者作 了有益 的讨论
,

谈

向他们致 以 深切的谢意
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