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承受弯曲的板在裂纹顶端

附近的应力和变形

柳春图

中国科学 院力 学研 究所

引言 板壳结构是工程中常用的一种受力结构元件
,

对于有裂纹板的弯曲问题己

经发表了一批著作
,

绝大部分是采用了克希霍夫经典板理论
,

应用此理论进行断裂分析在

理论上是有重大缺陷的 这是由于经典板理论对于裂纹面边界条件只是近似地满足
,

因

此不能正确反映裂纹尖端附近 的力学性质 对于 ”理论的分析工作从六十年代

以来就开始了 由于问题的复杂性
,

长期进展不快 有代表性的是 和 【”以

及 和 的工作
,

他们用积分变换的方法求解问题
,

他 们 得 到 了 问 题的

首项表达式 这是一个近似的形式 为了更好的了解有裂纹情况下板的力学性能 以及更

可靠的进行近似分析和计算应力强度因子的目的
,

类似于平面问题 的 展
,

本文对含有裂纹的 型板的弯曲问题进行了分析
,

具体给出了前若干 项 广 义位

移和广义内力的表达式

墓本方程和求解步骤 考虑一块 含 有一

直线裂纹板的弯曲问题
,

取原点在裂纹顶端上
,

轴在裂纹方向
,

轴垂直于裂纹方 向
,

若 取极

坐标 , ,

图 所示
,

考虑 型板 的三广

义位移的弯曲理论
,

取 叭
,

咖
, 切 为基本未知量

,

此时有平衡方程

告。 歌
“
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口

口

,
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,
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其中
, , 。为 内力矩

, ,

口。为横向剪力
, 尸 为横向载荷

,

广义力 与广义 位移

关系为
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告器 鲁
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其中 为板的弯曲刚度
,

为板 的剪切刚度
, , 为泊松比

,

把 式代入 式得

。 〔杂 令祭
一

兴景令 宁斋
一

韶器〕

鲁
一 , 。

卫土上 兰些生 立卫生旦盛
一
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十
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口
尹 尸 二

裂纹边界条件
,

当 士二 时
, 。 。

式是 以 协
,

八
, 二为未知量的极坐标形式的基本方程

,

式为裂纹边界条件
·

本文考

虑 尸 二 的情况即只考虑由于边界力的作用而使板弯曲
,

对于上述方程
,

我们把 叭
,

物
,

。 展开为推广幂级数的形式代入基本方程和边界条件按逐项分别处理求得 由特征展开

可求得全解的展开式 令

砂‘, , 二 尸 合 口 生夕 ’
⋯

叻。“ , ‘ 言 , ⋯

山 ‘孟, , 之 合 委 , ⋯

以下求解步骤可按上述分别求得
, , ‘ 再按 几求和即得 叭

,

如
,

的全解

前几项展开式的具体表达式 特征值和 。 , 。 , 。
的表示式

由 式代入基本方程 中 “一 ’

次有关项整理可得

一 , , , 一 、 , ,
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。 。 几 。 久 。 久一 。 几一
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由边界条件取与方程的对应项
,

即

当 士 二 时
,
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由 式和 式经一些运算即可求得 以下解答
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,
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把解代入下列边界条件

当 二 士 二 时
, 〔 义 〕 卜

久 ,
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再适当选取多余参数
,
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, 仍

, , , ,
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百
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久
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式 中 介 二 石瓦几 一一一万一
‘逮 一 少

类似于以上做法
,

逐项可求得
, ,

各个函数
,

在求解各项函数的微分方程时
,

齐次方程的解有一定规律
,

可一次求得解答 系数有一定关系
,

表示如下

减 几 ‘ 、 又 ‘ 久 一

久 一

阮 及 久 ‘ ‘ 几 ‘ 几 玄一 口
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以上式 中 矿 二
一 一

在上式中
,

系 数 的 上 标 表 示特征值数 由 。, 一 梦 和 , 二 一 劝。可求 得正内位移展

开式

讨论

类似于平面问题中的 展开
,

本文求得了 型中 厚板 弯曲问 题

的应力应变场的展开式

本文 中求得的 。, 。, 。
的第一项与文献

’
结果一致

在求解微分方程 中
,

未知 函数 叭
,

功。 ,

是可 以与未知函数 田 分离开的
,

在 解齐

次方程 中
,

各项未知函数可以直接写出解答
,

且有一定规律如
,

两式所示

二
,

一 山一一
、 , , 。尸 一

、
, 一

,

一
、 , 二

一
、

,

二
, , , ,

由 , “‘, 仇 式 中可知当距离 趋近于零时或当廿趋近 于零时
,

板的应力状态接

近于平面应力状态

本文结果可 以作为进行近似分析和数值计算应力强度因子 的基础 原则上 可 把

平面问题中应用 展开的一套计算方法推广到板的弯曲问题 中 去
,

如边界配置

法
,

奇异元分析
,

应用能量法计算等
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