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低速物体的非线性水波理论综述

中国科学院力学研究所 陈嗣熊

一
、

问题的提出

虽然造船工程师们对低速船波的产生问题可能没有很大的兴趣
,

可是这一问题有其基本

的重要性
。

在速度很低的情形
,

船波很小
, 因此 ,

在船舶设计中可以不考虑低速波阻
。

当速

度趋近于零时
,

通常在有限速度下预言波阻的方法与公式不再适用 也就是这些方法的数学

解在低速时不是一致有效
。

因此
,
我们必须回答这样的间题 在多么低的速度时

,

这些标准

方法不再适用了

研究低速问题的另一个实际理由
,

正如 与 川 所发现的 ,

如果船波被考虑

为在绕流二重物体 未扰动自由表面以下的实际船体部分加上它的对未扰动自由 表 面 的 镜

像 的非均匀流中传播
,

那么我们能预言的实际船波
,

将比在均匀流中考虑波的传播时更精

确
。

而低速物体水波的分析将很 自然地导致这种近似
。

正如 工 指出的
,

根据他预言

电磁现象的经验
,
他的射线理论也许能适用于 数小于 。 的低速情形 因此

,

对数

学家们的 “ 低速 ” ,
一

可能对造船工程师们来说
,
一点也不低 许多 日本学者正是基于这种考

虑 ,
对低速船波理论作了大量的理论与实验研究

。

在过去几十年间
,

许多作者讨论了由标准摄动法所获得的解的低速极限
,

但是
,

这些解

是基于所有扰动速度较物体前进速度 渐近地小的假定 当 、 时
,

这一假定就变得不清

楚了
。

。。 “ 〕指出
,

他所考虑的二维沉体的特殊情形属于奇异摄动问题
。

开始 时
,

他 考

虑了固定前进速度的问题
。

他以物体尺度对浸润深度之比作为小参数
,

把未知函数以此小参

数展开 , 获得了三项显式解 最后考查当 时
,

展开式各项的行为 对于中等速度
,

第二

项与第三项只对第一项线性解提供小的修正 然而 , 当 减小时 ,

第二项将变得越来越大 ,

直到它超过一阶项 当速度更低时三阶项开始超过二阶项 显然
,

速度越来越小
,

问题就变

得越来越非线性
。

然而
,

从物理的观点看来
,

显然
,

当速度减小时
,

流体扰动将变得越来越

小 这种明显的矛盾是由于当 时展开式不是一致有效所致
。

从上所述
,

无论从理论上或者实际应用上
,

研究低速船波间题都是有其重要意义的
。

二
、

问题的公式表达

为简单起见
,

我们考虑二维的情形 对于三维情形
, 我们有完全类似的公式

。

设慢流

流体流过二维物体
,

流体在物体的远前方以速度 在 方向流动
。

取 劣 轴沿未扰自由表面
,

万轴通过物体内一点垂直向上 设物体的特征长度为
,

把所有的
一

长度用 来进行无量纲化



假定速度势为 中
, ,

这里 中 , 为无量纲速度势 我们引入无量纲参数
一

“ “ 尸 万

这里 是 数
,

为重力加速度
,

,

则小满足以下方程 。 方程
一

小
二

小
, , ,

在物体外流体中

物体边界条件
、

小
。

’ 一

、。。 , , 曰 ,

二 、 ,

炭石万 二 , 月上 姗刀 卜二砂屯四 又竺了卜 ‘

这里 是物体表面上指向流体的单位法向量
‘

自由表面动力学条件
一

,
’

,

飞
月 、弄 夕 二 万飞 一 甲 一 甲 “

了
”一 ‘ ’

这里 。 是自由表面的无量纲高度 由自由表面动力学条件与自由表面运动学条件消去 自

由表面高度所获得的自由表面条件为
,

、

小
, “ 小孙

二

中 小
,

小
二 ,

小 小
, , 二 ,

,

在 二 ￡ 上

辐射条件为

中一 引 。 ,

当 、一 或 、 一 时

式 一 就是问题的数学表达式
。

可以看出
,

问题的主要困难在自由表面条件 显

然
,

条件

看到
,

是非线性的
,

而且这非线性条件是在未知自由 表 面 波 高 二 。 下
。

从式

小参数 。 出现在最高阶导数项的系数中
,

因此
,

问题对 的展开是奇异摄动问题
。

这也就是通常在有限速度下预言波阻的

三
、

低速物体水波研究的发展
、

方法与公式在速度趋近于零时均不适用的原因
。

早在
一

年
, 了。。 ‘ 就曾讨论过细长体理论的低速极限

,

但他并未获得重要的结果
。 。 〔“ , 在讨论三维沉体的高阶近似中 , 指出了当前进速度趋近于零时 , 展开式并不一致

有效 这一问题引起了 。 的注意 宝 为 了获得一致有效的渐近展开
,

提出了一

种解法 他把流场分成由不同的长度尺度来刻划的二部分 因为在非常慢的速度时 自由表面

几乎未受扰动
, 因此 ,

第一部分也就是零级近似 , 应该导致二重体位势流 , 这部分流体流动

可以用与物体尺度相比较的长度尺度来描述 , 第二部分描写波运动
, 它应 以与波长可以相比

较的长度来描述 由经典水波理论可知
,

波数 “ 或波长 久二 叮
“ 因此

,

很

自然引入 二 “

作为小参数 对解的波动部分 ,

场变量的微分将改变量级
,

产生

波数的因子 , 即产生 。一 ‘ 的因子 最终获得了一个非齐次线性 自由表面条件 在

这条件下
,

他求得了二维沉体情形的形式解
。

与 “ 〕作出了类似于 的讨

论
,

但他们指出基本流动应包含 “ 朴实 ” 渐近展开式中的头二项
,

而不应仅包含 第

一项二重体的位势流
。

与 把 的方法推广到三维浮体低速流的情

形
,

他们获得了类似于二维情形的非齐次线性自由表面条件
,

并获得了三维问题的解与波阻

公式
。

接着
, “ ,

与
“

‘

, 〔‘“ , 〔‘ ’ , ’“ 进一步用 的

假定讨论了三维低速物体水波的问题 但所有这些讨论都基于非齐次线性 自由表面条件
, 它

等价于 所获得的条件 可是
,

这一非齐次线性自由表条件的方程的左边是快速变化的

函数
, 即波函数 而这一方程的右边是缓变函数 我们一般面无法使两边相等 而且

,

如果

在左边波函数中引入任何慢变函数因子
,

我们可使左边保持不变
,

而右边的葬齐次压力分布项



将改变
,

结果
,

我们可求得在相同的波势函数解的近似量级内
,

满足所有条件的不 同的解
,

这

说明波势函数的解并不唯一 因此
,

我们认为
,

正如 “ 所指出的
,

基本位势流动应

包含 “ 朴实 ” 渐近展开式中更多的项
,

而波动部分解所满足的自由表面边界条件应该是齐次

的 也对他们所获得的解析解用静止位相法对小 作进一步渐近展开
,

结果发现在

他们的解中包含了不应有的多余的射线
,

这也说明了这些解并不正确 ’“
首先用射

线理论处理低速问题 工 与 ’ 应用了 ’‘ 〕提出的方法处理了低速物体

水波问题 它实际上与 的射线理论是等价的 用射线理论的渐近展开

式
,

更严格地导出了色散关系与波振幅沿射线的变化公式 他还把他的理论应用于薄船与流

线型船 但是
,

所导出的波势函数满足 方程
,

齐次线性自由表面条件与齐次

的物体边界条件 所有这些方程都是齐次的 因此 在波势函数最后的解中包含一个任意常

数因子 但原始问题是适定的 , 应该有唯一的解 为此
,

以 引入了激励系数
,

但是
, 只

有对非常简单的情形
,

例如薄船
,

才能求得这一系数 由此可见
,

射线理论可用来预言水波

的传播
,

但由于波势函数所满足的所有条件都是齐次的
,

因此
,

在用它来预言水 波 的 产 生 竺

时
,

遇到了困难 我们必须另外考虑接近物体区域的近场解 由于速度势满足有自由表面条

件的椭圆型方程
,

射线理论在用到近场区时并不奏效 这也是水波问题与一般波动问题的不

同之处 因此
,

实际上找到了远场解
,

但并未找到近场解 只有通过近场区的讨论
,

我们才能回窖波是怎样产生的
,

并通过近场解与远场解的匹配
,

最后确定未定激励常数

四
、 “ 朴实 ” 渐近展开与 。如 结果的讨论

为 了回答低速时波的产生
,

我们首先必须研究
“

朴实
”

渐近展开式是否 己满足了式

一 的所有条件 如果它能满足所有式 一 的条件
,

则它就是问题的解
,

没

有必要再引入波势函数
,

也就是问题不存在产生波动的机制 因此
,

我们可 以肯定 “ 朴实 ”

渐近展开式不能满足 一 的所有条件 其中必定有 “ 朴实 ” 渐近展开式不能满足

的条件
,

’

必须引入波势函数后才能使所有条件都得到满足 这条件也就是波产生的机制 故

现在我们首先来考察 “ 朴实 ” 渐近展齐式 “
‘

味

假定函数 小
,

妇 与 可 以展开为 。 的渐近级数扩
,

几

小
, , 不 二 , , , 。 一艺

。·

小
。 , ,

万
, 。 一艺

。· 。

把式 , 代入式 一

下一系列方程

” 之

并令 各次幂的系数等于零
,

我们可 以获得以

方程 〕

边界条件 〔 〕

中
。 二

小

中
己

, , , ⋯

, , , ⋯

在物体外
, 万

在物体表面上

动力 自由表面条件〔 」 。。

冬
一 中

二 , 、 。

乙
少



门 , 二 一 币。 、

中 , , 二 。

。
一 小。 小

二 一

冬币
二 十 州

, 一

冬
一 币吞

、

〔小。 ,

小
,

中
,

小。 , ,

〕
‘ 乙

一教
一 中孟

,

火币
。 小

。 二 ,

小抓
,

〕,

在 , 三。点
己

由合并运动学与动力学 自由表面条件而得到的 自由表面条件 〔 〕

中。 , 二 ,

小
, 二

小
, 二

。

卜砂 卜磷
在 夕‘ 点

。小
。 云

’, ,

在 , 二 点
‘

一 中 一 小。 小 中。 、

月。
中

, , 小。
’

,

在 鲜二 点

辐射条件 〔刀〕

小。 一 川 。 。
’

中
。 , ,

这里 小。 满足的是式 一
, ,

、 一 或 , 。 一

,

就是我们所称的二重体位势流问题
。

显 然
,

对于三维情形
,

我们可 以有完全类似的结果 初看起来似乎 “ 朴实 ” 渐近展开式 已满足

了所有的条件 一
,

并且经过仔细考查将发现
,

中
。 二 。 , , ,

⋯ 并没有波的性

我们 已发现 ,
、

小
。

在
。 , 夕 。点是奇点

,

这里 。

是 轴与物体后缘交点的横坐标
。

例
,

对机
,

在 气 , 气 点邻近 ,

有小。 一 ‘ 动
,

这里屯一 ‘ 一 ‘ 。

与
“ ‘ 勿 , 对于饥

,
、

质如

我们有 小 二 。 ·
。 等等 由式 我们知道实际的驻点位置在 ‘ 。 , ,

合
“ ·

经

过仔细考察后
,

’

发现展开式 并不能满足从 一 。至 ,

合
￡这一段物体表面上的边界 条

件 例如
,

假定物体在 二 。 , , 。附近对 轴对称
,

那么在式 七 中从 小 开始
,

便不能

满足 万 的物体表面上的边界条件
,

对于 小 , 我们获得 以下结果
, , , ‘ 、 二 , 、 ,

飞 一 艺今 气 中 。 ,

八劣 。 , 口 气 万户

这里 ‘ 为物体表面在 介
, 。点的曲率 由此可见

, 。小 扣 在 的物体表面上一

般并不等于零 因此
,

满足边界条件
,

我们也曾对文献

我们必须引入波势函数 中
,

妇
,

使得整体解 中 中
, , 。 十 中

,

妇

文献 〔 〕假定

中 , 二 中。 , 方 。 小
, 万 , 。

。 午 。 。

这里 中与 有性质

中
二 ,

小
,

中 ￡ , ’ 二 ￡

飞



把式 一 代入 自由表面条件
,

并由 ￡的一次幂的系数
, 可得

小
, 。“ 中言

、

中

这里 中。 ,

在 , 上取值 , 而小
,

与 小

中的 中 ,

与 中
二 二

可改成在夕 上取值
,

二 二

都在夕

因此

,

石万‘ 。甲 。 , “ , 气 , 、‘ 。 ,

。门。 上取值 文献〔 〕已证明
,

条件

。飞小
, 。“ 小艺

、

小
二 二 。

‘ , ,

在 夕 飘

这就是在低速物体水波的讨论中
,

人们广泛采用的非齐次线性自由表面条件 它很容易被推

广到三维的情形
。

设

小
, 夕

这里 为 的解析函数
。

对 ￡很小的情形
,

由于波动解随

以忽略沉体表面的边界条件
。

由式
, ,

我们可得解

。 指数地衰减
,

因此 , 我们可

军
, 、

「
, , , 、

「
“

刀 ‘之 , 一 不亏万 」
一

‘ ‘ 百 少
此

一 七
〔 一 屯 〕

这里

〔
’。

」
一 “

一

令工“ “ ’““

〕

为任何复常数
,

中。 。 习
。

我们很易求得式

补卜封
。 ,

一 , 了二一二 ,

兀 气 一 “

对 。 的渐近展开式

,’
一 一 之

￡ 〔 之 〕
兀

“屯二 〔一 ‘”‘屯’〕〔
一

十

一坐一 「越兰旦
一

一 一 仁

,’ 无‘ 七

我们还 可续继展开下去
。

我们发现 ,

〕

最后式 中没有一项将显示波动性质
。

而且式

中的各项正好对应于 “ 朴实 ” 渐近展开式 中的对应项 除了物体表面的边界条件外
。

这说

明对于低速沉体
,

波势函数是指数地减小 但对于浮体
,

由于 自由表面与物体表面相交处的

物体表面边界条件
,

式 中的每一项都显示波动运动 这说明了在低速时 ,

沉体与浮体

情形的绝然不同
。

五
、

接近物体表面的近场解与匹配方法

我们曾曾用广义 方法求出了远场解 它等价于 〔“ 的儿何光学近似
。

对于

近场区 ,
我们利用齐次边界条件 和驻点条件假定

中
, 岁 二 中

, , 。 中 一 。 。“ ,

〔红一 」 ” , 。 ⋯

。 〔 一 。 。 , 。〕 ⋯

〕

一 。 。“
、 , 。

二 , 、万 一
”

二 七 , 毛

艺



把式 一 代到式 一
,

我们可以得到
沪 , 以

‘内知口

小 小 二 ,

在流体中

中,
’

。 小言
、 。 ,

中
,

在 二

粤
一 。 丁 。 。 小。 。 , 。 ,

在物体 。与 一 。 、 、。

名飞

产 、产

鲁
一 ”,

在物体上与 一 “‘ 。‘
,

通过对驻点的分析
,

可 以得到附加条件

小 节 。“ 留 小言 。 , ,

在
,

用 函数法可以求得问题 一 的解 用外部解和内部解匹配
,

我们可以最终确

定外部解的未定常数 一

“
‘ 、 ’

‘
‘

对于三维情形
,

理论上我们完全可 以把 已有的讨论推广到三维情形
· ,

但是
,

对三维情形
,

求 “ 朴实什渐近展开式中的零级与一级近似的解析解不如二维时那么简单
。

因此
,

至今还未

获得如式 那样的非齐次边界条件 但是
,

可 以肯定 “ 朴实 ” 渐近展开式在
。 , 万二

点是奇点
,

而 且不能满足 , 的物体表面上的边界条件
,

因此
, ‘

也有类似于式 的非

齐次条件
。 ’
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