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两个界面孤立波之间的迎撞
。

戴 世 强
中国科学院力学研究所

提奥 本文以作者在文 【 中所建立的基本方程为出发点
,

采用 亡
一 一

郭永

怀方法和约化摄动法
,

考察了两个界面孤立波之间的迎撞的三阶近似解
,

求出了碰撞时的最大

波幅和碰撞后的非均匀相移
,

发现在相互作用之后
,

向上凸的界面孤立波相对于传播方向向后

倾斜
,

而向下凹的界面孤立波则向前倾斜

一
、

引 言

孤立波的相互作用在理论上和工程实践中是一个令人感兴趣的课题〔 详细

地研究了单层流体表面孤立波的斜相互作用
,

用多重尺度法求得了二阶近似解 苏兆星和
’ 发展了 和 的方法

,

求得了单层流体中两迎撞孤立波的三阶近似

结果
,

继而通过数值计算证实了结果的正确性 〔

本文考虑文 中研究的二流体系统
,

即在两水平固壁间的两层静稳定分层的又不可

溶混的不可压无粘流体
,

仅考虑无穷远处静止的二维无旋流动 我们以文 〔 中所建立的

基本方程为基础
,

采用 方法‘刀和约化摄动法 相结合的形式
,

求得了两界面孤立波

之间迎撞问题的三阶近似解
,

给 出了碰撞时的最大波幅和碰撞后的非均匀相移及波形变

化
,

并指出 迎撞之后的上凸孤立波相对于传播方向后倾
,

而下凹孤立波则前倾

验证表明
,

只要取本文中的上层流体密度为零 即 口 ,

就可推得文献 〔
、

〔 〕中

的相应结果

二
、

基本方程和摄动展开

我们考虑文【 中提出的模型
,

假设上下两层流体的密度比为 。 、

深度比为
, ,

忽略表面张力效应
,

把水平的 。二 轴取在未扰界面上 用特征长度 —下层
流体深度 人 、

特征速度 了疏 为重力加速度 和特征时 ’了不丁百把各 , 、 , 炯 , 莽
右一 二 ,

为扰动后的界面升高
, , ,

和
,

分别为沿上下固壁的水平速度
,

则有基本方程

玺
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本文于 年 月 日收到

谨以此文纪念导师郭永怀教授逝世十五周年
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, ”

健坠 缪军竺、不
形 了爪 戈‘“ 一 历

一

我们采用 浅水彼假定
,

设波幅为
、

,

并设 又 人 。一“ , ,

即设

摄动法和 方法
,

引进交换 ’, 幻

波长为 几 ,

引进小参数 。

数
, 几, ,

‘二二

采用约化

石一 。‘八互 一 友口传
,

飞一 。 二 乙 。 ,
,

其中
, ‘ , 和 ‘ 为右行波和左行波的波速

, 日和 甲 为待定的相移函数
,

与文〔 中一样
,

引人列向量

左和 为待定常数

、、、万乎了‘即声十乌、、

一一

作如下的摄动展开
‘ , 十 ⋯

夸
, 刃 。,

夸
, 刃

甲 曹
, 刀 。, 甲 夸

,

动 十

⋯
‘

⋯
其中

, ‘ 为文 〔 中给出的界面上的线性重力波波速

一 口 丫
,

飞

—
十 二

。。

和 。 为右行波和左行波的一阶波高
, , 和 乙 ,

可见
,

它们在用 方法消除长期项时将起重要作用

为待定常数
,

由下述

三
、

各 阶 摄 动 解

把 代人基本方程
,

采用约化摄动法的一般步骤
,

可得各阶项的方程和

相应的解 求解过程简述如下 卜

一阶近似解

取到 。 创
, ,

我们得到一阶近似方程

材
。

、旦二皿 甜
。

旦竺 一 。
一 ‘

夸 刀
乏

其中
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、

、、飞犷了

﹃
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了口‘,,、、

一一
人

、、、杏吐尹了

一

一 口‘

﹃︸一
了了矛侣龟、、

︷

这里只需要讨论准简单波
,

因而 有解

一 。六 夸天 ‘ ,

龙

其中
,

列向量
、

岌取为

、
‘
、

,

‘“ 一 一 ‘ , ·

一 。, ·

一 。,

‘
门 ‘

了‘、、、
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在此
,

顺便引进行向量 和 乙

一
,

冬扑卜
‘ ,

冬 一
, 伽

。

一 成武 一 郎 ,

由 得到界面升高展开式的一阶项

一 。 夸 刀

待定函数 人 豹
,

动 在求下一阶近似解时确定

二阶解

由 。 。功 的方程得到

、
。

擎 材
。

,

擎
, , , 一 。‘

, ,

易
,

一

互 刀

其中
, , ,

‘ ’

子 甲吕
,

。 , 甲。
上方的撇号表示对各自的自变量的导数

,

而

、、、龟‘夕了了

、了

,

户
、一

一

了

一 ,

友
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反 氏
口 、

‘一 “ 及‘日乙一 ‘ 夜
‘

戈’一 子

口直、、
‘
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几
, , ,

全 由 给出的各量中的
, , ,

无
, , ,

氏
,

换成
, , , ,

友
,

一
,

甲孟
,

后得到 令

萝
, , 登

, 刃

代人 后
,

分别左乘以 和 乙就得到 和 所满足的方程
,

的方程为

口

口刃

, 乙 , 乙 , ,,

了

十 几 蔚十 乙几蔚” 十 乞蔚一 。
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式中
乙府 一 坦上三

、了,,二,,
了苦、、

件、了

,

一
,

一 , ·

导
,

一 知 卜 脚
,

。 一
·

卜匀
了 一

合
·

, · , 二
, 乙 一

普
西, · 十 二

一 ‘

牛三 ‘“ 一
‘ · ‘一 导

,

于

一
“ · ‘一 导 ,

主

的方程与 的相类似

为避免在 中出现长期项
,

须令
, , , “

本文中假设 ‘一 导铸 ”·

亦即不讨论文 〔‘ ,中所述的临界情形
·

令

一 子
找 ,

一 二甲

—
, 尺

一 , ,

, ,

仃
州卜 —

一 币

十

利用
,

方程 化为

一 一
,, 斗

它有 孤立波解
一 。 方 互

容易验证
,

在相互作用之前
,

此解与文 中所得到的一阶 解一致 类似地
,

从 的

方程出发
,

令

可得

一
, ,

一 宁

, ,

刀
‘ 一 九

一

万

把 约 劝 代人 并乘以 。 ,

就得到一阶界面升高 由 可见
,

当

‘一
导

“ 时
,

应有
· ”, ‘ ,

即孤立波凸向上 , 当 ‘一 导
。时

,

应有
· ,

去 ,

孤立波凸向下

方程 中还有一种项
,

我们称之为
“
间接长期项 ” ,

它尽管不会使

却会间接地使下一阶解出现长期项
,

故也须消除
,

即令

产生长期项
,

从而得到

舀一 罕
, ,

汤多

一 孕
” 。, ,

乙‘ 一 国

类 似地有
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户

甲。

翁‘ 杏 甲。 万丁
艺左

夸 夸

于是
,

给 出 的一致有效解的方程为

。 , , ,

代 入 又口一 一 石, ’‘ 。石叭一伽
其通解为

一

户 —找
一 ‘’

十
母

‘’
‘ 。 , 夸

一

类似地有
一

行 〕

—找

, , ,
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一

万 宁
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“
“ 占, 夸

其中的待定函数

三阶解

根据 。

九约
,

妇 由下一阶近似确定

项的方程和上述结果
,

可得 的方程
,

同样地
,

令
。 一 夸

,

夸
,

岌

可分别推得
,

和
。

所满足的方程 由消除 中的长期项
,

得到 九应满足的方程

,
,

一 一
且

一 互 一 立
, 一 鱼、

,

丝 一 三
。 一 兰

。
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、
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月
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,

。 ,

为避免在 九中出现长期项
,

应令 右端第一项的系数为零 参看〔
,

得到

旦 三 声

从而由 解得

。一
一 —找

,

一 ,

十 一 十 一
刀 几 十 一 一 一 一 一

刀

隋斗
’

类似地有
, 一

一

扣 含
·

钊 扣
一
号一刹“

分别代人
,

并由 得到

‘ 已 。 , , ,

六 石,
茹

。占

其中
。 ,

一 一 —找 十 —
亡 十 —

刀 , 夕 一一

。

—找 一 — 一 —斗

通过消除“ 间接长期项 ”得到

,乡

、

、、。 , ” 「 、
口 一 一 一

、 日 一 代 ,

十 十 一 式

一
一

二
。 一 三

,
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,

、
,

十 一 代 一 丁 亡 十 二尸 刀 ,
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内
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月
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、
。 , , 、。

」 轰
·‘·

, 。‘‘“

最后解得
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,
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,

、
。石 。 。

斗 吕 ,

伪 互换就得到 杏
, 刀 的表达式

, ,

夸
,

小 刃 为待定

四阶近似

为了确定 , , ,

只需要考虑消除四阶解中的长期项 经过繁冗的运算
,

得到
,

的方

程
‘

一 一 , 夕 了 占之

其中

丛 一 丝

一 一

玉 , —找 刀 一 万万刃
乙石
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, ,
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。 。
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一

而八口
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一
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,
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为避免在 中出现长期项
,

应令 一
,

即得
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广仔八
了 十

飘犷抓
了

榨心‘一

知示

把 代入
。和 的表达式

,

就得到了三阶解
,

界面升高展开式中的三阶项为

互, 一 , ‘ 。 一 尸 。 , 十 占, 。 ,

六 右,

圣 十 矿 否,

, ,

式中
,

已 一 二 圣一 丝
。 ,

扩
门

十 —找 一 —找 刀 一 — 件 一 —找 护 —亡

二 刀 二二 一 二
,

。 , , , 、

。 ”

夕 一 一
—

式 一 — 一 —
嘴侧

—找 ,

—
找 声 一 — 亡刀 十 — 找

一 一

丛

一 元
亡 一 页

” 十 而 , 丽 十 了

。 , , ,

—
式 护 —

一 刊

—
刀 一 —八 一 —

找 刀 , —廿

。
」 一 找

一
十一 了

亡 一 而
刀 一 丽 一

。 , ,

找 一 —式 州卜 —找

丫 子
斗

下一
一 二丁 , ”

份 一
石

︸一一
了

至此
,

求三阶近似解的过程已全部完成

四
、

结 果 与 讨 论

界面升高和最大波幅

由 。 得到三阶近似下的界面升高

雪
, , 、

一 。 , 。, , ,

沃
, 圣 尺 , ‘ ,

。 , 。 , ,

十 ‘ 、

君
,

圣 月 受 乡,

,
‘

, 了,

式中各系数 已在上节给 出 习惯上
,

人们常用右行波和左行波在碰撞前的最大波幅

来表示所得的结果
,

在三阶近似下
,

万
“

一 “〔‘
,

一 ‘ ‘ ’ ’

口 “’ ’

口

“乙 一 互
,

一 “‘ ‘ 。, , ,
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从而可以解得
。。 。。 十 又 晨 邵 聂 。轰

, 。乡一 。 又。孟 拜 之 。主

式 中

一 马
, 产 凡

,

一
「

, ,

于是
, 斗 可以写成

,

一 十 眼 六一 。轰户
,

口君 月 月

十 丸 十 此 月一 封户
, 十 口

,

或 从毓
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轰。 了 月
, 。 。孟

, , ,

示

式中
户,

口 尸 一 一 月 ,

口
, 一 一 口 凡

了。 一 尺 尸
‘

它们和 劝中的其它系数均可表示成
, , 。 , 。 , 二 , ,

的多项式
,

可由上节结果导出

由 可得碰撞时的最大波幅

一
, ‘ , 一 。· 。· 。·。·

寻 一
。·。· 。· 。· ,

当 口 时
,

亦即在单层流体情形中
, 凡 、 达

,

。 一
, 斗 所对应的结果与

,

中一致

传播速度

右行波和左行波的传播速度分别为

‘

亡

二 ‘ ’一

号
十 “‘ 一‘

号

、一 晶
飞·

一 誓 ,

、卜 晶
, · 一乡
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,

— —找百 卜

而
找‘

夏 乏丽 沪

月

‘

用 。 、 。 来表示
,
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二

, 。

三
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、
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一
,

。
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—
找 ,

一 小习
把 中的 。 换成 乙 就得到 ‘ 取 一

,

可推得【 中的结果

相移

由 得到相移函数 和 甲

。一 丛不
” 一 。。 生

, 。

、一 吞 一 互
一 ,
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,
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妞 —找 一 —
亡 , —一

· ,
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,‘。 ·‘·。 , 。‘ ,

改用 。 、 。乙 来表示
,

代人变换式
,

得到

一 朴今
·

和一赶
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刊 一 古候

、
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王万 又
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“

月
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叻少犷一︸迹垫
了、了少、、

︸
夸一刀一

了厄、卫,

其中
。一二土 、、
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万
” 一 工

。

、
。 兰 一 碧

心

契
,

、
。

一 , 吕 。

一 兰 一 丝
。

粤
。

、
。 。 ,‘ 。 。

,
” 。、

斗 斗 匕
。

一 国

一
亡

竺
。

斗
、盈,

七‘︸
它二

子了

仁‘

卜粤 彭优
一

卜
一

协
, ·

卜
十

份
几

一 备 一
誓

·

普
· 二 , , 、 ⋯

从而可以得到迎撞前后右行波和左行波的相移
月声十

△日 日
刀目一

一
器

‘“

卜
一
合一

二

,

一 —找 叫

— 冲
、 。 , 了 。

元
” ￡“ 十 , “ 亡了‘、‘夕 ,

△。 一 , 否目一 。

舀 的 一
, , 器

’“

卜
一
合

, ·

卜
一 — , — ,

、 。 , 、

下
刀 ‘卫 十 , ‘乙亡 戈刃

波形变化

由 可见
,

在所考虑的近似下
,

相移 △ 和 △中 分别与 夸和 刀 有关
,

亦即

波在传播过程中各点的相移各不相同
,

因而波形要发生变化 我们来考察碰撞前后的右

行波

杏 一 。二

六一 。孟户 口君 月 矛

,

一 粤
‘“

卜合二 含一令
‘ ·

习一
” , 斗

碰撞前
,

碰撞后 。 △。
,

△。 由 约给定 非均匀相移使波形从对称的变成

非对称的了 值得注意的是
,

△。 中的非均匀相移项 括号中的末项 可正可负
,

其符号与
,

相同 , 因此
,

对上凸孤立波来说
, ,

与单层流体情形一样
,

碰撞之后波相对于传

播方向向后倾斜 而对于下凸孤立波来说
, 。 ,

因此迎撞之后波向前倾斜 我们的数

值计算证实了这一点

作为一个算例
,

取 。 , ,

一
,

所得的波形变化如图 所

示 曲线 为迎撞之前的下凸孤立波
,

曲线 为迎撞之后的波
,

由于波的前倾
,

波略呈非
对称性
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