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一个推广 定理的数学方法和应用
‘’

潘 良 儒
中国科学院力学研究所

提要 本文在提出广义 定理的思路下
,

提出了广义 定理和一个推广 定

理的新方法
,后者应用于天休磁流体力学和引力平衡间题时得到的结果有 气体具有运动

时的平衡系统的判据
,

磁场对气团形态的影响 应用于实验室等离子体平衡问题时 ,其结

果有 包围在气体中孤立磁场的特性
,

发现内包无力场必须外包一有力场
, 无力场的

形态
,

应用于 等离子体环时的结果有 环的胖瘦对环表面磁压的影响 , 两个外

加磁场分量分别和气压
、

环的胖瘦
,

截面形态
、

环电流分布和逆磁或顺磁的平衡关系
,

搞清楚了

外加磁场约束等离子体总体平衡的物理机制

一
、

前 言

经典 定理说明一个在位势场中运动的质点
,

当其运动达到定常时
,

其时间平均

动能和平均势能具有一定比例关系 卜 首先采用这个定理处理了一团理想

导电气体在引力和电磁场作用下的平衡和稳定性问题 议 习 在文献 的基础上
,

提出把磁场 方分解为等离子体内部电流所产生的磁场 石‘。 和外加磁场 石“ 来处理了轴

对称等离子体环的乎衡和稳定性问题
,

为设计 的外加磁场 ‘ 提供了部分依据

由于以上问题的物理复杂性和分析计算的艰巨性
,

目前对这些问题的认识还是局部

的
,

全面地深人地探索这些问题除了物理手段外
,

新的数学手段应是有力的助手 本文作

者在 年代末期提出了广义 定理和广义 定理
,

据作者了解
,

除前者外
,

后者

尚未见诸文献
,

根据提出以上定理的同一思路
,

本文提出一个推广 奴过 定理的数学简便

形式
,

大为简化了类似以上作者的计算
,

并为探索新的物理规律提供了有力的工具 同时

本文应用这个计算于天体物理
、

受控热核反应和一般电磁流体力学领域中若干问题
,

分别

得到了新结果

二
、

广义 定理和广义 定理

由于本文推广 加 定理的数学形式和推广经典 定理与 定理有其基本

相似之处
,

而且该两定理在应用数学上有广泛的应用价值
,

故在提出推广 过 定理前
,

分别介绍该两定理

广义 定理

定理是面积分和体积分相互变换的一种形式 设
、 、

面
、

介 和 分分别指权
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分空间区域
,

该空间的分界面
,

界面上的面积微元
,

该空间的体积微元和面微元上的外向

单位法向向量 为任意向量函数
,

并设它是连续和可微的
,

则经典 定理的数学形

式为
·

‘ 一 , ,
·

“

上式变换的实质是将右边体积分中的甲变换成左边面积分中的 难而已
,

积的形式维持不变
,

因此本文将 式推广为

其被积函数和乘

政 一 “ ,“·

式中鼓代替了 式中的“
·

”乘
,

它可以是一般乘
、

标量乘
、

向量乘或无乘积关系 〔 代

替了 式中的
,

它可以是一般函数
、

向量函数
、

张量或任何有意义的表达式
,

以上具

有数学和物理意义的排列组合形式很多
,

有的甚至没有什么意义
,

但是它揭示了变换的本

质
,

也不妨碍其广泛的应用

本文的主要贡献之一是将 式作了进一步推广
,

大为简化了探索新物理规律的计

算 令 。为另一 〔
,

并设坐标系为
, ,

朴 , 九
, 夕 为单位向量

,

为
、

或
,

则

、 脚 「 、冈。、 一 、,冈 飞玄。、。 一 , 、又 「一飞鼓丝
沙 刃 犷

此变换仍然和 式的一样
,

把体积分中的甲变换成面积分中的 在
,

不同的是右边出现了

体积分项
,

这是由左边积分项中 对其 日不具有微分作用
,

而右边面积分的 在是代表体积

分中的 对所有被积函数都有微分作用
,

因此
,

右边第二项就是扣除 对 日的微分作用

项 如果把面积分项再变回成体积分就看得更清楚了 有关 和 的证明和

式的证明基本原则一样
,

故从略

广义 定理

根据同样思路
,

可以对 定理作类似推广 传统 定理是沿闭合线路的积分

变换成该线路包围的任意面上的积分
,

其表达式为

“ 一
·

二 , 一 、 二
·

。
斗

如图 所示
,

式中的 指闭合线路 上的向量微元
, 万指以 为界线的任意面

,

而 为该面上的面积微元
,

其法向单位向量 难的指向和线积分的走向为右螺旋关系
,

从 式知变换的实质是将左边线积分的 变

图 匕 定理中的符号示意图

换成右边面积分中的 分 而已
,

它同被积函数的形

式和乘积方式无关
,

因此将 式作如下推广

““ 〔〕一 二 。。 、·

式中包含的函数假定是连续和可微的 和证明

式的思路一样
,

将 万面分割成无限小面微元
,

可以找到

围绕面微元的线积分和面微元上的面积 分就 是 力

式所示的关系
,

为节约篇幅
,

证明从略 当然对 幻

式还可以作类似 式那样进一步的推广
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三
、

一个推广 定理的新方法

设控制一个物理问题的基本方程为

国 巾

中的定义和〔 符号类似
,

代表一般函数
、

向量或张量等
,

将 式的变换应用于

式
,

得
‘

, , ‘ 。 、 、 , ‘ , , 、

甲以廿 了 又 以 川以廿‘ 一 、 又为以 」夕双 百一 ‘万 护

从数学上和物理上来讲
,

在给定的边界条件下
,

任意选择 和乘积方式过所算出的结

果
,

都将成为这个系统不得违背的规律
,

而其中某些规律不是单凭物理经验或思路所能取

得的 下面将应用 式来处理天体和受控聚变反应中的平衡和稳定问题来说明它是

计算简便
、

应用广泛和有威力的变换式 此外 日的选择和乘积方式决定其成果的价值大

刁、

四
、

天体中的电磁流体力学和引力平衡问题

考虑天体中一团理想导电气体
,

在磁场 和自身物质分布所产生的引力势币下
,

其

运动方程为

一
·

价

其中 和 币定义为

一 召丑 斗, 一 尸 了 ,

价 一 一 , ,

、。

式中
、 、 。 、 、

和‘ 分别指气体的密度
、

压强
、

流速
、

空间位置
、

单位张量和引力常数

本文采用高斯制

将 式应用于 式
,

并令

因〔
二 口 八
岁 一 一万一 一 中

浮

则得
,

粤 一 二价、助
, 一

业
一 浑 、湘

路 工 斗叮 吕对

「
, 、

宁 日 二州 十 犷 父只廿 一 万父又 万 廿 丫
汀

一 ‘

」

上式还可化为下列有用的形式 在无限远处 的量级是

式中的面积分在无限远处为零
,

因此 式可写为
去

,

如果 “ ‘ “ ·”
·

则上

。

华助 一 厂丝
一少、如

。。
。 叮 汀
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。,这二。、, 十 二币困。

式中有两个并矢双重乘
,

其定义为

玫
·

国

下面将看到选择不同的 因 可分别得到有物理意义的结果
。

取因曰 为
,

并利用连续方程

贵 刃 ”
一 。

从 力 式不难得出

备
,

二 ‘ 一 。

上式中的 是质点位置

的结论是 一团在磁场和自身引力作用下的运动等离子体
,

其角动量守恒
斗 取因。 为

·

令 式中的过日 为
·

, ,

并定义

和体积平均量

‘一 , 一

“ , 一合 ,

注意 对磁场来说
,

上式积分区域是包括等离子体外的全空间
,

经过计算得出惯性矩变化

率

了典、
‘

一 少 邝二 十 尸 一 生 价

式中 为等离子体的体积 式说明若没有引力场
,

或引力场不够大
,

则等离

子体不断向外膨胀 ,

取 政日 为
·

口

令 式的 过。为
·

砂 ,

假设等离子体表面速度为零或表面是磁面和垂直于磁面上

的流速 口二 为零
,

利用连续方程 和下列有关理想等离子体的方程
·

一

,
一 一 兰竺

,

共二 户

浮

经过一些计算得

李
, , 。 二 一 ‘ 。价 、。 一

才

或写为
, , 刀 , , 十 尸 二 一 一 。功 一 刀 ,
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式中 丁 为系统的体积平均总能 为气体的比热比 一 式说明能量守恒

关系
,

上式左边各项分别代表体积平均动能
、

磁能
、

热烙和引力势能

取 玫日 为
·

本文采用柱坐标
, 价 ,

幻 或球坐标 , ,

价
,

的
,

令 式的 过日 为
· ,

定义

。。

二, 找
’

‘‘, ,

︸
万之

经过类似 式计算
,

得

了华、
一 械嵘

。

动 帜冲
二

扔 伽 、

此处
、 ‘
中 一 丁丁 ,

厂

。 ,

〔。 · ,。 护
‘

, ,

一
‘

,” 一 “
‘

”‘·“
‘

此式说明 若没有引力场
,

等离子体不断沿 户向膨胀

取 因。 为
·

二 ,

并定义

— 叮了

广‘,龟,

一一
了走

得

若斗洛
一 伽 十钾 一帜 ’

,

仍 ‘,
·

。
璐 ,

此处

。
, 、 ‘ 〔 〔 ‘

‘ , , 、 , ,

、 ‘
一

甲 一 一 二二丁
一丁一— 不丁 气‘ 一 ‘ , 百 “百

乙 厂
’

一
“

斗 讨论 在定常情况下
,

从
、 斗 、 ,

一 和 式得

弓

仍 云去歹 心一会瑞
咭

“丁 ,

含
·价 一 邝二 ‘一 “

斗

一
·

功 二
·

嵘 嵘 里 ,

一 二 ‘ 甲价 心 十 丫 , 一 』 , 十

,

式中下标是坐标符号的量为向量分量 一 式已见诸文献 〔
,

一 式是

本文提出讨论的 式的 二 是负值
,

玲 是正值
,

因此该式要求
了

这是气体必须具备的比热比性质 本文着重讨论 式带来的新结果
,

而 式可

由 推导出来
,

不给出更多结果

若磁场为零
,

等离子体静止
,

则 简化为

一 二
·

价

右边
·

外 是一常数
,

左边项内的 二 是任意选择的坐标系中的 二
,

回顾它的定义
,

知

等离子体的质量分布是球对称的

若等离子体静止并约束在磁面内时
,

则 式为
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一 二
·

, 叻 十 君斗, 一 护 , 十 护

根据以上类似分析
,

上式左边两项之和具有球对称性
,

由于 灰 砂 一般不是球对

称性
,

所以等离子体的质量分布偏离球对称
,

在某一特定方向 户的偏离量决定于 厌 动
的量

式还说明 浏孟 有和 川 二 相反的影响
,

它使等离子体团在 汾向尺度

增大

五
、

实验室等离子体平衡问题

实验室等离子体平衡不考虑引力场
,

兹分别讨论如下

考虑等离子体内存在一孤立磁场
,

其边界 艺条件为
万

或考虑等离子体约束于闭合磁面内
,

其边界磁场条件为

刃
·

对以上两种边界条件来说
,

式简化为
·

过 。、。 一 应二。‘,

浴

选取 致日 为
· , ·

和
·

分别得
尸十 星、、 、。 一 星 尸、甘

, 。

工 吕汀 叮

‘
。

,

公
, , 、

、 二立 分
·

二二二 】
工 叮 万

, ‘ ,

圣
,

尸 十 二 分
·

名 口 十 亡二 一 二竺 】碑
王 汀 兀 龙

如果采用边界条件
,

并设外界气压是
,

则 一 简化为下列关系

一 , 一含‘
”丫 二 一 ‘ , 邝刃

结论 界面气压 大于磁场内部的体积平均压强
,

两个压强差是体积平均磁能

的专
·

藏在压强为

灯厌 邝 , 恒等于定值

尸 的等离子体内的孤立磁场
,

其形态必须具有取任意方向为 分
,

而

一 仍 或粤汀黔 的性质
,

也就是说磁能分布是球对称性质
匕叮

无力场的存在问题

研究无力场对太阳黑子
、

受控聚变和无作用力超导线圈等间题有参考意义 假定在

等离子体内部存在一孤立无力场
,

则 玛 为零
,

简化为

一 ‘ , ‘二 一含‘ ‘
二

这说明在等离子体和无力场的分界面上的压强出现间断
,

根据界面两侧压强必须平衡的

条件
,

则磁场在界面出现间断
,

有面电流
,

因而是有磁作用力的

结论 无作用力场不可能孤立地存在于等离子体中
,

从无力场到外围等离子体必须
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有一个非无力场的过渡

无力场形态

若 , 式中的国。 为
·

尹,

令无力场区域的 尸 。,

则得
尸 刀子 ,

此式说明内包无力场不可能构成全是球形磁面的形态
,

因为当
,

。,

从 , 一 得
尸 召 一 。

,

它说明这样的磁场不存在 其它特点见 节
,

轴对称等离子体环的平衡

如图 所示
,

设有一托卡马克等离子体环
,

其矩形截面的高和宽分别为 五和
,

环的

外径和内径分别为 和
, ,

等离子体外是真空

但有磁场 应用 式
,

则得

上
工

, , 。
,

孟
二 , , 、

一 八

—
欠 呀 , 一叮 汀

圣 一
,, 川

又

— 十
‘

汀

里
, , 。

万

下标 和 分别指界面 和 圆柱面上

的平均磁压 买 , ,

注意
,

计算界面上的磁压时
,

引进了 , 一 常数 和 聂
,

的对称性
,

故包

含 暴
,

和 趾 的积分为零 此外 ‘ 的定义为
‘ 圣 孟一 叔

结论

在胖环 。 、 的情况下
,

等离子体环的

、、、
、 点点

,,,

图 矩形截面等离子体环示意图

粤上 十
二 尸 主要是由环外圆柱面上垂直磁场磁压 。

, 。邝 , 所平衡
石才

在瘦环 。 情况下
,

环内圆柱面上的磁压 川
, , 。邝 , 和环外圆柱面上的

君
, 。 , 相等

当环从瘦环逐渐变成胖环时
,

则环的内侧表面平均磁压 灰
,

邝二 也逐渐失去

其影响

和以上类似
,

式可给出关系

琳
, 。刀 二

‘

兰旦孟乞一坦业 仍 业业 一 全些卫
卫返鱼

二 ‘ ” , , 茎一 笠

当等离子体环内既无逆磁又无顺磁时
,

上式右边最后两项抵销
,

应为

琳
。。 二
运呈之一 二互立 仍
对 汀

因此在顺磁情况下 岌
, 。
盯 , 较大

,

逆磁情况下较小

当环截面沿正负 向拉长时
,

‘

二旦孟之比兰互业 ,
、 ,

因此 琳
, 。 较 ,

、 ,

反之沿 , 向

乙汀 吕对

拉长时
,

它就增加
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六
、

外加磁场 约束等离子体的机制

为进一步探索外加磁场对等离子体的影响
,

下面仿 田 的方法
,

将磁场分解为

外加磁场 卿 和等离子体中电流 所产生的磁场
“ , 十 “ ,

将上式代人静平衡方程得

一 尸
·

“ , 一 尸 份 ,

上式可化为如下形式
· “ , 一 “ ,

此处定义 们 为
’

, 一 旦全旦竺 一 ,

吧
十 ,、

万 才

将 ’代

气袱季彝如
沙。 一 。二。、,

一
, 、 ,

。

。。

工

如果在无限远处

一
, 卜

, ,

则 乐力 式的面积分在无限远处为零
,

故得

“ 、 、
万

、 ,

一
口 气下
、

, “ ”“ 一 丁 ‘“ ”“

取 因日 为
·

户、
·

滚
、 ·

名 、 和 分别得
了 , ‘

·》· ,、

一
, 旦竺⋯、空

斗兀

的
·

左刁丫 工 脚
, , , 一 刀“ , , 二 一 。 、,

砚
‘, , , 一 刀“ , , , 一御

·

二

声,‘,砚口︺口,

,

一 “一 “
‘

“二 ,‘,

一
“

一 臀
,

心
、,

此处 为等离子体区域
结论

、

和 都说明 在外界为真空的条件下
,

没有外加磁场

卿
,

不可能维持平衡

在无力场情况下
、

和 式简化为

, · 一、
一 。

臀半
,

一

一
“
「

“ 二 ,

一
、

一
。

臀
‘·
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此结果说明没有外加磁场也不可能构成无力场

轴对称等离子体环的平衡问题

兹引进等离子体轴对称性质对 一 式作进一步计算
,

用其结果 根据
·

令 为任意连续函数并具有微商
,

则

先作如下计算
,

以便引

, 二
·

一
·

。 一 , ,
·

一
“

因等离子体环表面是电流面
,

故上式中的面积分为零
,

因此得
。 , ‘

·

一
”

在等离子体内的外加 的 应服从下列关系

畔
, 一 常数

在等离子体内的任意磁面上的 , 服从下列关系
, ’

常数

利用 一 夕 则 式化为

‘

几 助一 生 旦拦 ’
一 仍

“ 汀
一

, 获得同样结果
,

本文将进一步揭示上式积分项的物理机制 回顾 式
,

不

难得
, , ·

一 、。
二

一 , , ’一 、
。

护 犷

根据 和 式
,

上式中的

因此得

”,‘
·
““ 一 ”

几
二

一

‘ ”“
‘’ , 一去

「 巾
,

、

—
了

汀

」

、

和 式给出的结论有

式说明具有 玲 的轴对称等离子体环有沿 左向的膨胀力
,

它是由几
二

这

部分磁场力所平衡
,

其大小和 成反比
,

当等离子体环远离轴中心而成为直柱体时
,

则 玛

引起的膨胀力消失
,

因而也不用 几
二

来平衡 注意磁场力的另一部分
, 。和 左向平衡

无关
,

以上结论对任意环截面都成立

式说明必须有外加垂直场必
, 和 , 组成的磁场力来平衡轴对称等离子体

团或环由于仍 和自生垂直场压刹 犁 所引起的 , 向膨胀力
,

其大小和 成反
兀 ” 一 ”一 ” 一

“ 一 于 , 、 , ‘
,

, ‘ 、

比
,

当等离子体环向轴心收缩时
,

其外加磁场 必
, 必须加强

,

设 凡 不变

式说明 ,夕 式中的告 缪 项就是‘、砰
, 表面看来

,

它和

一 才 一 ’一 一
、 一 , ‘ 一 ‘

· 一

一 二 一 。 甲
成正比

,

其实不然
,

因为 妙 是决定于等离子体的位置
、

截面的几何形状和 凡 的分布 当
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等离子体向轴中心收缩时
,

瓦
‘ 随之增强

,

因此 式中的外加磁场 沪 也必须相应

加强

和以上分析 护一样来分析 护 的 式可写为

,声八 一 、 丛 丛上
吕兀

二 育, , 一 全,

对

“
。 。‘,

上式右边第一项可进一步计算如下
, , 。 。此

, ,, 。

协

—
万 —乙万

一
八

设等离子体表面上的 护为零
,

则上式积分为

「
, , ‘ 。, 、

— 一 ‘兀甲

此处 功“ , 为通过环截面的 护通量

可以证明

岁

币玻
, 一

将以上结果代人 式得

了缪、、

“
、

一 花
’

盔
‘ ,‘

二丁 龟

—
丫

, 派

冷

, 昨
, 一

二 中
公, , 二 一 , 丑育,

结论

式说明轴对称等离子体团在 向的平衡机制 右边第一项是磁力 , 的

效应
,

顺磁时
,

该项为正
,

它使等离子体沿垂直方向膨胀 反之
,

在逆磁情况下
,

则压缩等离

子体 第二项 外 是气压膨胀力效应 第三项 护 砂 是自生磁场 护所引起的膨胀

力效应
,

第四项是等离子体自收缩磁力 几 护的效应
,

是抑制膨胀的 如果右边总值为

正
, , 为正

,

则在环的赤道面以上的外加磁场 留指向 户
,

赤道面以下的 留指向负 左

它的效应是平衡上式右边所代表的膨胀效应 反之
,

若右边总值为负
,

则舜
, 指向和前面

情况相反
,

它的效应是平衡上式右边所代表的垂直方向的压缩效应

将上式右边第四项和左边项合并成 ,凡
二 项后可看出轴对称等离子体环在垂

直方向所受自生磁场和气压的膨胀力是由磁场力 凡 维持平衡的
,

它压缩等离子体

若 式右边的值固定
,

则 留的值和截面高的尺度成反比 除 外
·

其它

三项决定于等离子体的位置
、

几何形态
、

纵向和角向电流分布
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