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摘 要

本文讨论一个二流体系统中孤立波的相互作用
,

该系统由水平固壁之上的两层

常密度不可压无粘流体组成
,

上表面为自由面 文中在浅水波假定下
,

导出了适用于

所考虑的模型的基本方程 —推广的 方程 接着
,

应用 方法和约化

摄动法求得 了两对表面一

界面孤立波迎撞的二阶近似解
,

给出了碰撞时界面和表面的

最大波幅以及碰撞后 的非均匀相移
,

进而表明孤立波迎撞后将发生变形

一
、

引 言

随着海洋科学和大气科学的发展
,

人们越来越重视内孤立波的研究 一 特别值得注意的

是
,

在海洋工程实践中
,

内孤立波可能成为一个新的环境载荷因素 卫星观测表明
,

这种孤立波

还可能发生相互作用
,

更增加了问题的复杂性 参看文献
, ,

因此有必要对有关现象作深

人研究
,

迄今为止
,

对单层流体中孤立波的相互作用问题
,

已有人作了一些探讨 详见文献 中

的评论 这里仅指出
,

尸 用多重尺度法考察了斜相互作用的孤立波
,

求得了二阶近似

解 苏兆星和 用坐标变形法处理了两孤立波的迎撞
,

得到了三阶近似解
,

并用数值模

拟方法作了验证 而对内孤立波相互作用的分析还较少见到 作者用文献 〔 中建立的基本

方程
,

研究了在两水平固壁间的二流体系统中界面孤立波的迎撞
,

也得到了三阶近似解 当

上层流体的上表面为自由面时
,

表面孤立波和界面孤立波就会成对地出现
,

要研究它们的相

互作用
,

必须建立合适的基本方程
,

相应的数学表述较为复杂
,

本文就此作一些初步讨论

为了简单起见
,

这里仅考虑二维不可压无旋无粘流动 我们从 方程出发
,

采用浅水

波假定
,

导出了适用于所考虑的二流体系统的基本方程组
,

它可以看作 玩“ 方程的一种

推广形式
·

实测表明
,

海洋电的二些内孤立波可以用 浅水波理论来描述〔” ,

因而
,

基于这一方程组得出的结果是有意义的 而且此方程组可望用于海洋
、

湖泊
、

渠道中的其它波

动和流动的分析 然后
,

我们用 方法 坐标变形法 和约化摄动法山 ,结合的形式
,

求得

了两对孤立波迎撞的二阶近似解
,

给出了迎撞时自由面和界面的最大波幅和迎撞后的非均匀

相移
,

后者预示着波形的变化 验证表明
,

只要取上层流体厚度为零
,

就可推得单层流体的各

种结果
,

换句话说
,

文献 即
,

一

』中的相应结果可以作为本文的特例导出

本文 年 斗月 日收到
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一 唯卜 刁卜 月丛 书互

一
、 名阵 叫卜 〕 下王

我们考虑两层不可溶混的常密度不可压无粘流体的二维无旋运动
,

所考察的位形如图

所示 设上下层流体的密度比为 一自
、

厚度比

为 , 一从 从
,

假定流体是静稳定分层的 即 。 、

无穷远处静止的

令 “ , ‘。 , ,

分别为流体的速度分量
、

压力
、

密度
,

为重力加速度 我们以如下方程为出发点
, 十 ,

“ 留

头
,

留

宕 奢‘ ,

口“ “ “

—
乍 况

—
月 “少

—口

二 。

卫

— —
,

口

阳
,

留 叼
,

不 一 , “ 只一 , 留 下二一 下 气
一
下

‘

, 一
。

火‘

才 艺 尸 之

图
二 二 二 , 二 , 二 人 , , 五 , , ‘ ,

二 二 , 石, , , 一

、产、少,月’

这些方程分别在两层流体中适用
,

为简洁起见
,

略去了各量的下标 设在界面 君 。 一
,

,

邻近的上下友流体速度分量分别为 时
,

广
,

升 力 考察 ‘ , 价 层
,

由
,

式
,

“ 一 。十 即
,

—
君

—
名

产、‘,口

一
十吕

留

汤 一
, 「

了 二一

沙

·‘ ‘ ’

泣

, , ‘ ,

滩、为扰动后的 层流体厚度
,

尹
‘ 为 在

面上的运动学条件

层内沿铅垂方向的平均值 利用 介力式和界

几
口

, 十 ,

一 之 、

十
, 内 口 ‘

一

之 , , , ,

二 、

竹 扩

—口
, , 、 、

州卜

—
我们得到质量守恒方程

器
十

奇瓶 , 一 “ 一 ‘,

下面
,

按 哪咖 浅水波假定推导动量守恒方程的新形式 弓进小参数

的

。 。 一 ,

假定无量纲波幅为 。 ,

无量纲波数为 。 。 , 要求动量方程准确到 。 。

利用
, ,

式进行迭代
、

展开
,

得到
。 一 砰 旦鱼生‘二 一 二 。一 生 里旦二

刁

”
‘ ,

一 , , , ,

, 一 才一 广

一
, 一合

广 一 ‘ ,
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上 旦共 一
, , ,

口尤

由 式得

云 一 广十

容易证实
,

准确到 。 扩
,

了

广
, ,

拼 广
,

。 、 、

—力‘

一
一 —刀奋

—
护 以 少

一 ’

口
洁

可 出

由
, ,

式可导得
护

忍

一刃一己口 , , 、 ,

一

—叹力 林了少 ,

—
气刀

口
“

一
‘

一 、 , , ,朴
产 甲 一 “ 石召

现在利用方程 钓 导出 式的末项的表达式
,

为此先求出各层速度分量的具体形

式 在
, 勺 层内利用 。,

广
一

‘
,

由 一
一

式得

“ 广
’

广

,

广
口

, 。 ,

犷 。 , ,一
留二 一

云‘ 广
,

广
考

。九一
一

从而有

时 一
’

斌 静‘令 。

由 ,
,

式导出
,

二 , , , , 二 , , 、 , , , , 二 、 , , 、 人
, ,

不 犷一 歹 才一 歹 上竺丝 一 岁一 从 扩 十 犷毛竺 卫 十
一 ’

口 口
“ ‘ ’ ‘

,

一

因此
,

在
,

层有

—
护 亡 。内

, 二
,

少拼“ , 鉴 一

一
· 一

头
刁 ’ 一 气夕一 —

,

犷

头
一 人、 ,

,

。 ,

, , , ,

留 ,

—
刀 一又

头 一
一 广刀 一 去

—力五
口 广

」 —
犷

, 、 ,

戈 一
一

, ,

一 一 人 十
·

。加 ,

才‘ 云
, ,

— 冬
口场

,

一,

一
尸 卜 , ,

口
沪

口
一

云,

台
。 份

对方程 关于 二 积分
,

得到

产
, , , , ,

心 二 ‘
’

一

一
一 气君 一 君

‘ 留 口留

一 —
十 材

—
】

,

, 一 专〔留
’ ,

,

一 。 , , 二‘ ,

利用
,

式以及 自由面上的动力学条件 户 二 , , , 一
,

在
,

层
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一 一 为 二 一 人,

一 几 汤

攀攀
一 。

粤零、
口万 口万 ‘一

一几

「

— — 戈名
一 人, 一 人 〕

瞥
’
一 才

器」
一 一 人 人

子

〔‘ 犷一 广, , 合〔·’一 ‘ ‘ , ,

器
人贾二 一 为 人

口 扩
刁牙,口 一 — 气君 一 厂 一 玉

口布 犷
考

斗一
一

代人
,

式 取
, 一 、

—
叹刁 ,“ , 州卜

伪

。一
‘ ,

, 一 ‘ , ,

器
一 ,

·

,

并利用
,

式
,

得到上层流体动量守恒方 程

口

‘娜 乒 人, 人 粤人 下粤冬
口 乙 口

“

口

,

八 场
, , ,

三 州 — 玉

—
一 拄 一月 ,

—
月

一

口 名

一
入

而,

口

助 几 一 几
」 ’

, , 、 反
,

丽 、月‘ 个 ” ,少瓦蕊
,

六一
矛毛、

十 生
, , ,

江 场
, 一 场八

, , 云
,

云
, 一 反八

力 万 万一 二二嘴
‘

一 “ 万 , 了 一 二二 左二 丁一 一二甲于 一 为 二尸丁
口

‘ 口 口劣 口
‘

口

工
‘

令

口场
二

。玩
。

斗

由 式可求得 , 人 上的压力
,

取
,

式中的
,

利 用
,

,

式
,

采用类似上述的步骤
,

可导出下层流体的动量守恒方程

,

,

口
, 一 、 ,

。、 , , , 、 , ,

下一一 又 声 夕个 下夏一 、 “ 夕 宁 下丁一 气 宁“ 夕 一 月 刀 反 万又
了 尤 了 ’

人,

元 一 云

云

口

, , , , ,

入 云
, , ,

几
,

场
, , ,

人
,

— 『 下 , 刊 —刀 妥

一
一 一一

一 月于

一一 一
尤 一 一

口

云

十 。

爵
弄 、磊

十专、
嚼器

一 风
令

“ 。 器器
一 、

黝
“ 域器令

一 几
令

一
护

十
护今磊

一
六以 。

磊
一 。

采用如下的特征量进行无量纲化 长度 , 速度 丫孤
,

号
,

只是去掉平均速度记号上的短划
,

且令

瓦 蚕
, 汤 , 十 会

方程
, ,

可化成
’

时间 了石万 保 留原 来 的 记

二
,

宁 二 , 一 个 气二 , 戈‘ ,

口 口

、 丫 。

二户一 又‘
口言

卜‘一一卜币‘一︸台
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,

乙
,

乙
, ,

、

— 护

一
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口
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丫 口

阵
, 。

动卫、一 一 。 , , ,

鱼二 十 , ,
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一
’
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一
,

、 名 一

厂
, , ,

一 犷
万一 不于下
口刃 口 万

一 探

,

「
,

口 。 , ,

月 —『 一

一 —
一 “ ,

, , 二 ,
沾 一

」

厂
一 , 万 ’ 十 一艺

己‘“ ,
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『

, ,

—
’

—
一,

一
一箭

十

器
十

器 资合
一 奋

一
奋

氛

磊一 含, 于叼 “ 一一十

一 二了一 又‘ 州卜 犷 磊
一 犷

二丫一 又‘ 门

口
氛 岑粤

州

工口

“ 生
,

巫 旦兰丝 一 。

旦里丝上

、
刁二 口

‘ 一

口 刁

。

日“ 。 , ,

口
,

月 —
一

一一 一 “ 宁 花罗 一 —口 口
谧 一

弓“

口 口

护
一

一
—斗

方程
,

精确到 。, , ,

如果方程 只取到 。 ,

并令 犷 ,

它与

式一起是熟知 的 单 层 流 体 的 无 量 纲 化 玫 方程川 ” 这样
,

我们得到了基本方程

一
,

可称之为推广的 方程 在线性化近似下
,

它们变成

,

一
,

鱼击丛头矍加十十鱿一所扎一飒一价

亡
下二尸 十 下一 十

君

吵 , ,
戈

屯 。 勺
·

一 一一

对应的特征方程为
, 一 , 一 , 一 。

它有解
‘

卜御
‘十 币 硕 】一 , , 十 。

‘ 和 ‘ 一 为线性重力波波速
,

分别对应于快模式 表面模式 和慢模式 内模式

三
、

摄 动 解

我们从方程 一 出发
,

采用约化摄动法和 方法来求问题的解 为简单起

见
,

仅考虑两种相同模式的波的迎撞 下面的步骤原则上适用于不同模式之间的相互作用
,

不

过数学运算上更加繁复 引进列向量
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二条

“

探

夕、飞、

一一

作如下的变换和展开

杏 “ ,

反 二 一 , 。左 蜜
, , ,

, 一 “ , 乙 。 甲 考
, , ,

日 一 。 , 。 ,

杏
, , ⋯

,

甲 一 物仔 十 补仔
, , ⋯

,

一 二 天 口 。 刀 召 ,

⋯
,

一 。 , 。, 占,

十 ⋯
,

立 。

⋯
,

其中 ‘ , ‘ 为右行波和左行波的波速
,

和 甲 为待定的相移函数
,

从数学上说
,

是运 用

方法时为消除长期项而 引进的 ,
,

左
, , ‘ , , 为待定常数

, 。 ,

为波幅因子
, ‘ 取 式

给出的 。 或 ‘ 把 式代人 一 式
,

采取约化摄动法的一般步骤
,

可得各阶

摄动解

一阶近似解

取到 尹今
,

得到一阶近似方程

伽 一 斑 竺竺 十 十 旦翌兰一

口杏
’ ‘

刃

其中
夕护,、、

‘

一一

而 为单位矩阵 这里我们只对准简单波感兴趣
‘ , ,

因而 式有解
“ , 一 。 占 尺 占 , 反

,

其中 和 友分别为 的对应于特征值 ‘ 和 一‘ 的右特征向量
,

取为

,

‘︸一

一︸一

劫
一

“ ‘

二立
一 一

一
、

顺便给出相应的左特征向量 和 乙
‘ , , ‘ 宕 一 、 拿 八

于是有
‘ , 一 , 一

‘ , 一
, 。气

‘ , , 一

‘,

一 上
,

一 兰二生

“, “ ‘ , 一 一
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待定函数 烤 和 伪 由下一阶近似确定

二阶近似解

由 。 。 的方程得到

、 一 ‘ , 、掣二 、
,

厂
, , , , , 。

,

丫
口夸

、 , ,

掣
、

, ,

、
· ,

刀

各量上的撇号表示关于相应的自变量的导数
,

列向量 , ,

赖于 杨
, ,

具体形式从略 令

, , ,

了 动台
, ‘

了‘为常向量
,

不 依赖于 孟
, 全 依

, 尺 “
, , 夸

, , 友

代人 约 式
,

把所得方程左乘以
,

, , 歹
,

给出

口刃

‘ ’ ‘ ’‘

肠
’

又
‘
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’

元
‘

一 。,

其中
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,

,
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友
,
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,

一

一

, 一

,

一 口
,

乙 占 一 — 友, , 生 石 二 ,

乙 , 一 友 胡二 , 一 占灸内
, 乙了 一 石 月

,

而
, ,

一
。

一 甲 一丁一 一甲 , 尸 一 兴二气
,

、 一

一 ,

兰二工
一

, ‘ ,

一

对于 ‘ , 可得类似的方程

为避免在 ‘ , 中出现长期项
,

须令
’ , “ ,

一

这里我们不讨论 凡 即 声一 。 的临界情形
,

令

夕
口

一 丝旦
’

方程 化为

它有 孤立波解

,

一
‘

一
, , ,

一

丈

萝
一 ‘

一
,

类似地
,

令

迎一一一

可得
刀
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取 犷 一 。, ‘ ,

上述结果与单层流体情形一致
,

把
,

式代人 式
,

并利

用 力 式
,

就得到二流体界面和自由面的一阶波形
。 、一 一 各

石 二 ,

, 卜 、 卜 、、 ‘

￡气‘
一 ’

一 二厂一一
一

—

登
仁

—
勺一

二、

方程 式中还有一个“ 间接长期项 ” 厂
,

它不会使

解出现长期项
,

也应予以消除
,

即令

一
,

从而得到
。 刃

乙 于
、 , 口。 一 于

, ,
一

‘ 一 一 一 。

类似地有

〔刀 产生长期项
,

却会使下一阶

一
、 ,

友
兰 尺

左
互

在条件 斗 ,

之下
,

可由方程 解得

类似地

‘ 一

合 〔‘’ ’ 一 , ’ ·“ , ·’‘ “’
·

一含
皿〔·’‘’

一
’
‘ ·“。 , ‘’ ”’

,

,

其中
,

幻 为待定函数

三阶近似

根据 。 。 的方程
,

利用前面的结果得到 ‘的 所满足的方程
,

冗的运算
,

由消除长期项的条件
,

导出 应满足的方程
‘

一 一 一 ,

尸
,

其中

采用类似的步骤
,

经过繁

, ,

万 一 二于 十 一 找 十 一 刀 ,

一

刀 — 一 —斗

叨 一含
‘ 一 、

号
· ,

阴

合
, 一
号

。一
号一一

,

一
,

七 一 份找 月 —

而

一 声
, , , 声

,

一 具 , 丝 ,
、 一 。

‘ 一

夕 , 一
,

为了使 九中避免出现长期项
,

须令 一 。,

导得

, 刀一,
十一

。‘

一一
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从而由 式解得

十 尸
,

其中

十 叹丁 ‘ 十 二户 一 二甲
名 乙

,

夕 乙式 一 一斗
阴 一 一 一 一 一 炭

斗 斗 斗

、、了
、、了,月份,内、︸

类似地有
,

夕
,

把
,

式代人
‘

,
、

式
,

由 式得到

一 。 一 , 占 , 一 粤 、
。 石 占

艺

由消除间接长期项得到
”

口

一
、、 、

了 曰 一二

。

夕 一 —找 卜 亡
丢 一 ·

,‘

,
, ,

、
, , , , 、 ” ,

一 叮 找 十 刃 一 , 气 刀
一加

和
, ‘ 「

甲 一 下几, 、
‘尺 气 十

一

夕 一 一 式 月卜 亡
,

一 。

一 生 。

、石 、 , 。石 , ’ 、。
,

山

其中

—
一 月 户

一

少
。

至此
,

我们已求得了二阶摄动解

四
、

结 果 和 讨 论

我们把上节结果综合
、

分析如下

关于波高

界面升高为
, 。 一 。 。 , 口 ,

’ 一 — 入 刁
。乡 。占 , 。 。一 粤 、

。

、 诸

。, 右 , 。

自由面升高为

一 ·头 一

云由 ,
,

式
,

鉴于快模式有 车 , ,

声
, ,

因此 ‘ , , , , 一
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,

由
,

式可见
,

界面和自由面都是向上凸的 而对于慢模式来说
,

当 ,

时
,

己 犷 ,

月
, 。,

因此
, 召 , ,

尸 尸 一 , 。,

自由面向上凸
,

界面向下

四
,

文献 中报道的孤立波正是这种模式 从 己 的表达式 劝 可以看到
,

当 。 时
,

己 《
,

所以由 式得到

】互
‘

互

亦即自由面位移远小于界面位移
,

由此可以解文献 【 中所描绘的现象 平静的海面下存在

着大振幅的内孤立波

人们习惯用碰撞前的孤立波的最大波幅 。 和 。 来表示各物理量
,

显然
。 一

, 。 一 。 。口 , 口 生 卜
。 。 , ,

。 一 ‘。
,

一 。 , 。占 。 上
,

卜
。 。

从而有

双
一

种
。十

扣
十

一

价
夕

扣
十

轰

‘ ￡乙 。

界面升高可表示为

‘ “ “ 。奚口
, “ 一

据此可得二阶近似下迎撞时界面的最大波幅
二 、 ,

相应的自由面的最大波幅为

。至
, ,

一 。

及 乙 , 乙

、 ‘亡一 ,

对于单层流体
,

一 上
, 。 , 。 恒大于零

,

由 斗 式可导得文献 〔
,

〕中的二阶结果 对

于上面所述的两种情形
, , , 、

的符号相同
,

因而同一模式的孤立波迎撞时
,

最大波幅有

增加的趋势
,

而且大于两个来碰孤立波最大波幅的迭加
,

在考虑海洋工程结构对相互作用的孤

立波的动力响应时
,

必须注意到这一点

关于波速

右行波和左行波的波速为

‘ 十 一
几

‘ ‘

一
‘

‘ “ ·

‘一 一 ” 。

小
。 ,

,一 一 支
。 ·

司
。

对单层流体情形
,

取

的二阶结果相符

关于相移

。一 生
, 、 式与文献

斗

一
一

一
一一

一
一一有︸

根据上节结果
,

并利用 式可得
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其中

各
一

器
“ ’

卜
一
合专

, 。 ‘

刁一
‘ , 、 。 , 斗 。

于 斋
’‘’

卜
一
合含 。 ·

卜
· 了 。 ,

。

”一

粤 号 仪
。

卜
一 。

争
,

价
凡
合

”

号
。

朴
一 ·

二 一
母

, ·

小
‘ , ⋯, 。 。、, ,

·

, 一

粤 令 似
‘一 、

争
· 勒

合
”一
合。

补
一

二 一
普

, · , ,“ , ⋯ , ,、
·

、

、
·

同样可以验证
,

只要取 , 一 。就可导得单层流体的结果
、

下面来考察一下右行波在碰撞前后的相移
△。 一 。

黑
一 ,州号

功

卜
一

岭
, ·

二
合

“

含
口一

是 ⋯, 习
值得注意的是

,

由于 生 式中最后一项的存在
,

波内各点在碰撞之后具有各不相同的相移
,

这种非均匀相移势必导致波的变形 左行波的情形也是这样 这种变形的波可望进一步演化

成原来的波形尾随着逐渐衰减的色散波群
,

这里就不作详细讨论了
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