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摘 要

本文处理 了短熔体柱的定常轴对称热毛细运动 假定 数 《
,

数 。 《 以及毛细作用数 云《 本文求得 了级数形式的零级近似分析

解
,

并对两种典型的外加温度分布的情况作出了数值计算 结果表明了端部效应对

热毛细运动的重要影响

一 日 食
、 皿二

早在 年 乙 仔细观察了由于温差引起的对流迥流 设想一个从底部加热的流

体层 流体温度的不均匀引起流体密度分布的不均匀
,

从而在流体内产生一种浮力梯度 当

外加温差不大时
,

这种浮力被压力梯度所平衡
,

整个系统将保持稳定的平衡状态 但是当外加

温度增大
,

并使 数超过一定临界值时
,

这种平衡状态便会变得不稳定
,

流体将发生定

常的迥流 整个流体层将出现一种十分美妙的格子图案 血 曾拍摄记录了这些图案
,

这

就是著名的 对流图案 十六年之后
,

对 亡 的实验进行了理论分

析
,

证明这种 ‘ 图案的出现是由于浮力引起的一种不稳定性机制造成的 到了 年
,

在英国帝国化学国际有限公司研究部油化组工作的 博士发现 一层干燥 中的油漆薄

层上也常常会出现类似 ‘ 对流图案的现象 观察并表明
,

这种图案的出现与重力方向

没有多大关系 因为不管这个油漆层是在天花板上
,

还是在地板上
,

自由表面是在层的顶部或

是在层的底部
,

情况都是一样

显见
,

这种对流图案不是由前述的那种浮力引起的不稳定性机制造成的
,

它必然涉及了另

一种截然不同的新机制 认为这种新机制是由于表面张力引起的 在

想法的基础上
,

对问题进行了理论分析 果然证明 当存在自由表面的情况下
,

由于温度变

化引起的表面张力梯度
,

可以驱动流体表面物质运动
,

然后通过粘性作用造成整个流体内部

的涡旋运动 人们把这种由于温差引起的
、

由表面张力驱动的流体运动称为热毛细 运 动 或

盯 对流迥流
,

以区别于 亡 记 对流迥流 在实验情况中所遇到的流体层
,

往往都存在

有 自由表面 因此 所研究的这种 由表面张力决定的运动机制
,

实际上要比 ‘ ,

等人首先研究的由浮力决定的运动机制更为重要 更为有趣的是 曾用 自己

的理论重新检验 已 最初所观察的对流图案实验
,

居然发现那些实验中出现的对流格子图

本文 年 功 月 日收到
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案
,

大都也是由于表面张力引起的

在 之后
,

有不少应用数学家及流体力学家相继大力开展了这方面的课题研究汇‘一‘ ,

众所周知
,

在半导体晶体材料制作过程中
,

广泛采用 “ 区熔法 ” 见图 在这种工艺中
,

晶体焙体表面具有显著的温度分布不均

匀性 在这种问题中
,

温度梯度与 自由

表面切向方向一致 所以这种外加的温

度梯度将直接引起表面张力梯度
,

后者

将驱动熔体表面物质运动
,

并通过粘性

作用造成整个熔体内部 的 定 常 迥旋 运

动 研究这种定常的热毛细运动及其稳

定性问题
,

对理解晶体生长提纯过程中

所出现的
、

诸如杂质层状分布等现象关

系极大

加热环

噜
〔〔〔二〕〕

沁口一 口 曰 , 一一一

〔〔〔〔〔〔〔〔〔二
固固体体体体体体体体体体体体体体体体体 固固固固固固体体

暑
图 “ 区熔法 ” 过程示意图

本文在处理了 数情况下的定常轴对称热毛细运动 对于两种典型的环境空气

温度分布
,

我们给 出了级数形式的分析解

二
、

问题的数学提法

选取轴坐标 , , , ,

如图 所示
,

设固体圆柱半径为 。 ,

熔区长度为 的
,

熔区的环境

空气温度分布为 。 幻
,

熔体表面的表面张力系数 “ 与熔体表面温度 的关系式是

一 一 , 了 一
。

引人如下无量纲量

忿一
一

君
一

—
, 口 —

,

。

份

—
, 留

留

别沪

一 不
,

一
一

△

。

其中 △ 了 一
。

为特征温度差
,

从
,

式我们可得

一 丁 ,

二 △
‘

—口
作为特征速度 却 ,

考虑到流体运动是由于表面张力梯度驱动的 表面张力梯度应与表面粘

性切向应力相平衡
,

因此有

︸
一一奋

︸
竺竺连

“

△

‘

这样
,

我们推出 参看文献〔 〕

些红 玉旦
拼 产
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案
,

大都也是由于表面张力引起的

在 之后
,

有不少应用数学家及流体力学家相继大力开展了这方面的课题研究汇‘一‘ ,

众所周知
,

在半导体晶体材料制作过程中
,

广泛采用 “ 区熔法 ” 见图 在这种工艺中
,

晶体焙体表面具有显著的温度分布不均

匀性 在这种问题中
,

温度梯度与 自由

表面切向方向一致 所以这种外加的温

度梯度将直接引起表面张力梯度
,

后者

将驱动熔体表面物质运动
,

并通过粘性

作用造成整个熔体内部 的 定 常 迥旋 运

动 研究这种定常的热毛细运动及其稳

定性问题
,

对理解晶体生长提纯过程中

所出现的
、

诸如杂质层状分布等现象关

系极大

加热环

噜
〔〔〔二〕〕

沁口一 口 曰 , 一一一

〔〔〔〔〔〔〔〔〔二
固固体体体体体体体体体体体体体体体体体 固固固固固固体体

暑
图 “ 区熔法 ” 过程示意图

本文在处理了 数情况下的定常轴对称热毛细运动 对于两种典型的环境空气

温度分布
,

我们给 出了级数形式的分析解

二
、

问题的数学提法

选取轴坐标 , , , ,

如图 所示
,

设固体圆柱半径为 。 ,

熔区长度为 的
,

熔区的环境

空气温度分布为 。 幻
,

熔体表面的表面张力系数 “ 与熔体表面温度 的关系式是

一 一 , 了 一
。

引人如下无量纲量

忿一
一

君
一

—
, 口 —

,

。

份

—
, 留

留

别沪

一 不
,

一
一

△

。

其中 △ 了 一
。

为特征温度差
,

从
,

式我们可得

一 丁 ,

二 △
‘

—口
作为特征速度 却 ,

考虑到流体运动是由于表面张力梯度驱动的 表面张力梯度应与表面粘

性切向应力相平衡
,

因此有

︸
一一奋

︸
竺竺连

“

△

‘

这样
,

我们推出 参看文献〔 〕

些红 玉旦
拼 产



中 国 科 学 辑

其中

「二 、 二内

四 十 飞一一忿
’‘

十
’ 军 ,

乙 咬 夜,

为无量纲表面曲率
,

反, ,

反, 分别为流体与空气的热传导系数
,

为 数

端部条件 当 一 士 ,

琪 , ,

一 , 士 。 ,

一 士 乡。

“ 一
,

却 一

‘

物质守恒条件

甘 一 ‘“ 。 阳 一 ”‘ 一 叮 一办。找
一 ·

三
、

小 数条件下的零级近似方程与边界条件

我们假设
,

参数 云《 这符合大多数实际情况
,

这表明熔体的平均表面张力 十分大

此外进一步假定
,

流动 数 云 很小 对于液体
,

由于 数
, ,

所

以这时总有
。

云 《 这样
,

再引人假设

云
,

厨 一 。 ,

反
。

一 。

注意到
,

当 乙 时
,

存在一个恒温的平衡态
。 ,

一

、

、尹、,了、户子℃

,
声
、,了气连一、夕‘勺才

⋯⋯
‘几,,、︶傀吸、

‘

‘、
‘

了、、矛‘、了、了、了。 十 十

石 二

一 “ 十 “ ,

一 “ 十 二

翻 留 。 十 即 十
· · , · , · ,

一 十 ⋯⋯
,

,

一
。。 。

十 ⋯ ⋯

一 。。

我们作如下级数展开

把上述展开式代人方程 一
,

以及各边界条件 一
,

可得到各级近似方程

与边界条件 作为首项的零级近似解
,

应满足如下基本方程

‘“瑞气 瑞 一 “ 。 , 留。

介一 “ 。 ,

姿 。

至于边界条件
,

我们假定平衡态的表面形状是圆柱形
,

因此

。 二 二
, 。

一
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在这种情况下

表面边界条件为 当
, 。 心

。
时

,

,

“八 一 、 、 ·

一 ”
·

一

一 卜甚竺 一 。 ,
’

, , 升

旦兰业
‘

十 如 一 一 旦里生

口, 口之 口

臀
“ 兀 的 ’一 。

·

、

、了、少传
口

了、了、

端部条件 当 士 。

时
,

守恒条件

一
,

。 一
“

土 占。 ,

,

留。 一
。

少

,

口 一 。

、 阳 。“ 一 — 一叮

吞。

一 。“ “ 一 。

四
、

零级近似方程的基本解

现在
,

我们来求解方程 一 为方便起见
,

以后略去下标
“ ” 把流函数 价 , ,

表为

必 、 ,

旦乙
肠

因此
,

上立
,

,
· ‘ 鱼、

︸一一留
且百、

注意到 算子 “ 有如下性质
,

一 、 ,

一 —
七 — —

’ ‘ ‘

价
斗

一 己
,

、
、才

。一。一头
、、

‘,‘

可把方程 化为

督
一
景

姿

器
,

器
一

备扮交器
一 二 ”
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或者写为

一 二

叫影
一 。

,

其中 若二

为 万 轴的方向向量 由上式
,

即得到

、了、少‘几八仆百卜且,

李卜 一 ,

二可万 一
、

一 ,

从 式看出
,

函数 可以增加任意常函数项 幻
,

而不影响流函数 必 , ,

习
,

因此
,

。 一 式
,

可设

和
分一

。 厂。丈
’

阳

一
性

—
一 ,

—

—
— —, ‘ 名 口宫

双调和函数 式可以有如下形式的基本解

二
‘ , 一 ‘。 ‘犷 “ ‘“ 一 “

一

‘ ,

儿” 一 ‘犷 “ · ‘ ‘ ,

尸 , 一 “‘

“
。
“” , ‘ , , ,

、 二
, , 滋 夕万 才 。

声 夕
,

一

, , , 之 一 典
呼 一 李

,

卜 粤 李
,

、 粤
。 , 。 、

·

, ,

名斗 、 吕 蕊 、 艺

这里下标 “ “ ” 表示该解相对 万 一 。平面反对称
,

下标 “ ’’ 表示解对 。 平面对称

有了解
,

之后
,

利用
, 斗 ,

式很容易推出

二
‘ , 一 几 又 石几 几 几 山 几 ,

二
, , 一 兄 又 〔石 山 又二 刀又二 几 ,

二
, 一 一 夕

,
夕 过 夕 刀 。

月
,

二
, , 一 口,

夕 夕
。

口
,

留二
‘ , 一 , 。 五 几 。 由 几 ,

州二
‘ ’ 又 。 又 又之 又 ,

却夕, 一 一 月。

, 刀 夕
。

尹 刀尹, 夕, ,

武
, , 一 一 夕, 夕 才夕

。
口 夕 夕

,

二
‘ , 又, 又名 又 ,

此
‘ , 石几, 。 丸 。 又 ,

树
, , 一 夕 口之 。

月
,

犷, 一 尸 声
。

声,

少

‘月胜卫阵,,哥吸

以及

。。 一 。
, 留 , 一 止 肠 , 一 人。, 户, 一 。 ,

此外
,

从方程
,

可解出解
, , 。 , ,
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一 衬 瓦 了。

元, 。

夕
。 。

厅
,

一 材 元 灵 刃 声
。

声
,

一
’ 一卜 十 一

, ,

、 一 下尸 卜

了‘

‘

在上述各种解中
, , , , , 孟 ,

夕
,

数将根据具体情况下的边界条件来确定

,

瓦 夕
, 。 , , 人。 ,

户
。 ,

彦
,

户 是任意常数
,

这些常

五
、

特例 兀 劝 一 七
下面将讨论几种典型情形 首先假定环境温度是 的反对称函数

,

亦即

了
。 二 一 一

这种情形可视为
“

半熔区 ”的一个简化模型

从边界条件
, ,

可推出
一 一

。

另一方面
,

取
一 , , , “ 一 二

‘ , 。 ,

。 一 。二, 留 。 ,

一 月
, ,

利用边界条件 式
,

可推出

又 一
, 又一 又。

一
, ,

⋯⋯
以及

, 几, 。 几, 。 , 又, 。 几, 。 ,

或

一会
〔‘ 占。‘二 ‘·‘。

, ,
·

这样
,

可把解 “ , 留 ,

表为如下级数形式

,

一 一 艺 ‘, , , 石
” 、, , 、。 , 、, 。 。

,

, , , 二 一 鱼
,

一
。

再利用边界条件 式
,

有

二几
。 , 。 。

刀
,

由 、,

,

阳 “ 、 留 、 了口 、
冤

—
一 七

护

— 一 ‘

— — — 一 双

闪 口 洲 口名
咧

从而推得

另外
,

利 用条件 留 。 ,

还得到
一

一 一
一 月卜 月。 一 艺 、三几

, 。
‘

。 。 , 。 ‘ 。

由于 几。

函数族的如下正交特性

一 又二 , , 。 又二 , 一
— 又儿

阴 钾
,

, ,
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· ‘二 ’‘ 一 。
·

从 及 式
,

导出

刀
。

一 弓男牛
, 、。石。 , 。占。 一 〔

。右。 。 , 右。 。 、, 占。 一‘ ,

几,

言戈几
,

斗

口 , 几, ,
又, 。 又,

硫 硫
尹

广‘恤‘、

再根据物质流守恒条件
,

由 式还可得出
, , 八 ,

八万
犷

一
”。厂

户
口 尹 一 ” , ”。 一 丁

·

这样我们解出

即 一 宜 一 生、汉

夕
、 。 ,

〔
, 。 、, 。 。

, 。 , ,

,
,

斗 不二

,

, 一 , 二
‘ , 。, 一 刁 ,

艺 ‘二。
。 ‘, 。 ‘,

,

以及流函数

价

一
工留 ,

·

一普
,

一 一 互
‘一 ‘二 〔“

·

、、产,︸,几,‘

。二 刀
。 二咖 又。

最后
,

我们考察对表面形状的修正 为此利用表面条件 式

’十 ,

一 一 。 粤、十 、。

下
犷 留

将
,

式代人上式
,

推得
, 一 主

, , 二 一 一
,

其中

一 一 艺
。 、二, 。 、, , ‘ , ‘ 一 、。 。 ‘

。 。 ‘,

由。 式
,

可解出

一 一 汉 一 。 二 , ,

其中

幻 一 艺 口
,

几
。

湘 公

双 又已一 二
, , , , , 、 , 、 。 , 、 , , , 、

丁百五夏飞丽不万 个 几 ”夕。 、比 ·口 。 几 ·“ , 夕 一 沁 ·“ “ 凡 · 户了
·

假定 。 二 注意
。 , 是圆柱形液体柱的解的分歧点

,

由边界条件
,

又 式推

出
, 一 , 。 一 。

因此
,

幻 二 一 肋声竺二 一翌卫生 尺 , 右。 尺 幻
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在图
,

中分别给出了 左 一 鲸
, , 。 ,

的流线分布 图

功忆
,

一
。的

一
欣以片

一
的

一
住 洲犯

一
住 》】

一

必
,

习

—。的 ,

—仓切
—。

一 仪巧

滞姗咖咖

寺六靠长燕一硫尸布了一劣

去 ,
。 二

图 特例 的流线图

六
、

特例
,

一

现转而处理另一种更为实际的特例
,

设
口

幻 一 生 一 刁 ,

取

少, , ,

了 ‘ , 一 艺 材
,

又
。 。

见
, ,

, ,

、
几 一 言

一

岛戈才 一 言少十 岛
·

从边界条件 式
,

令

旦工旦

、 十 一 仁 一 。 、 一 。,

月 问
口

, , ‘ , 、、 八

—
十 ‘ 分

一 ‘

声
。

、 口 ,
‘

由此推得

营
。

一
,

月 , 。

了
“ 一 万 一 ”汽 一

长了 个 万夕

以及
。

见
,

一 元
。
了 元

。

一

对于给定的 数
,

由方程 可解 出 瓦
,

在表 中我们列出了前五个值

另一方面
,

为了满足端部条件 刃式
,

我们需选取合适的系数
。

因为
,
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、 ‘ , , , , , , , ‘ ,

了
少二‘ 士

一 一 , 月
一

外 一 一 , 一

断 宁 , 左
一

气
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至此
,

所有任意常数均已确定 流函数 必
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在图 二 ,

的 中
,

我们分别给出了
,

尹
,

利用表面条件 巧 式
,

同样可得出表面形状修正

。 ,

的流线分布图

设 。 二 ,

我们解出
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图 特例 的流线图

七
、

结 果 讨 论

从前面计算结果可以看出

由于表面张力梯度的驱动
,

自由表面上的熔体质点
,

总是从高温区流向低温区
,

到达端

部后
,

由于受到固壁阻挡
,

将向下
,

向回运动
,

从而在熔体内部形成一个迥流

该迥流的特征与熔体参数
。

关系颇大
,

具体说来
,

熔体柱越短
,

迥流中心越接近 自由表

面
,

强度亦相应减小
,

这时只是紧靠 自由表面的一层流体
,

有着明显运动
,

深处的流体运动则很

缓慢

显然
,

熔体内部的这种 由于热毛细运动形成的迥流起着一种搅拌器的作用
,

它总是有助

于熔体内部所含物质的均化
,

使得原先在 自由表面上的物质成份有可能进人熔体的深处
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