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用鹰势方法计算简单金属的弹性常数

李 树 山 林 光 海
中国科学院力学研究所

年 月 弓日收到

提 要

本文利用单参数 。
一

化砍 模型势及
一

介电函数计算了七种简单金

属
, , , , , 和 的二阶与三阶弹性常数 两个可调参数用零温零压下

晶体的弹性常数 与晶格常数的实验值来确定 计算结果与实验值或其他作者的理论计算

值符合得比较好 尤其是 的三阶弹性常数
,

本文的计算结果比其他作者的计算结果更接

近于实验值

一
、

引 言

弹性常数的计算始于 的工作
,

他用均匀形变方法计算了碱金属的二阶弹性

常数 后来
,

和 等人 把这种方法推广到了计算三阶弹性常数

等人 。, 利用单参数
一

模型势和 介 电函数计算了碱金属的三阶弹

性常数 以后
, 〔‘ , 和 以。 等人阂 又利用双参数

一

模型势计

算了 和 的三阶弹性常数 沪 , 利用三种较复杂的多参数势 至 个参数

计算了碱金属的二阶与三阶弹性常数 , 利用 自己提 出的模型势 个参数 计

算了碱金属与 和 的二阶弹性常数及其体积导数

本文利用我们在文献 中所采用的单参数
一

模型势和 记
一

介 电函数计算了七种简单金属的二阶与三阶弹性常数 计算结果与实验值或其他作者的

理论计算值符合得比较好

二
、

总如 弹性常数与 弹性常数的关系

对于体心立方 和面心立方 晶体
,

弹性常数 只有三个独立的

二阶常数
, ,

和 , 与六个独立的三阶常数
, , , , 。 , 巧 和 、

将每单位未形变体积的晶体能量 按 应变参数 叮。 展开成 级数
,

取到三

阶项
,

得到
“ 一 “ 。

合〔 么

十 斗 , 刃孟十 《 书 十

, , 、 。 、二 ”

叼景 写么 刃
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, , ,

圣
‘ 一卜 , , 十

了 刃 、 叮, , 刃孟 刃 刃 刃叨圣
巧 , ,了 、 ,了, 、圣 。 圣

、 、 , , ,

其中 刀 是未形变晶体的能量

使用了三种形变参数 , , 丫 , 和 。 , , , ,

来描述晶体的形变 其中

描述均匀体积形变
, , 一 口 。。 ,

口 。与 口 为形变前后的原子体积 丫 , 和 。 , 描述晶体体积不

变的剪切形变 设晶体形变前后的位置矢量为 和
,

形变张量为 价 , ,

则有

一 , ,

应变张量与形变张量的关系为〔‘

。, 一
合

· ,, , 一 , , 一
合

“ , ,
,

其中 号表示转置矩阵

量分别为
, 形变

为了描述二阶与三阶 弹性常数
,

需要六种形变
,

其形变张

,
, ,

一 , 子伍小
丫 , , 形变

,

飞,,月胜泪,

︸

梦
, , ‘,

。 , , 形变

。 , ‘ ,

一‘
十 ￡

。、 一 ,
,

飞一

。 , 。 , 形变

、 。 ,

一

十 叭

。 十 。 , 一‘

‘

一
、、

臼

‘

月

了
公

了 , 。 , 形变
二 。

乳

一‘

,

,上︺
厂‘

︸

公
,

一

了 , 了 丫 , 形变
「

一
· 、

一
步

十 丫 丫 丫

丫

了

了 了

了

利用 式可得到上述六种形变的 。 应变张量
,

再利用 式对 形变参

数求导
,

即可得到二阶与三阶 弹性常数 结果如下

夕竺
护 。

,

一 一 又‘ 十 乙 七 。夕
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里互
,

‘

一

川
, 、

” ,

口
里旦
己 子 勺绍 一 又

,

一 一一

其中
,

和
,

是

里里
护

, ,

定义的二阶弹性常数

一 又
,

夕 一 一 气
,

口 ,

丽石石⋯公 一 了 、 州
巧 ,

生
。 , 、 斗

十 ‘ 月夕 十 一 科 ,

夕旦
月凡子月 ”口 口 框坚

,

一 又七
一 ,

兰
, , 、

一 ‘ 月夕十 一 又七
,

, ,

一 一
,

幼却司
卫三旦

受

兰竺
一

⋯
了受

丫一
, , 一 科 村 , 水

护
。

不而砚石万 胃 一 ““ 十 乙 ‘ “
·

如果算出了 弹性常数
,

利用上述公式就可以解出 弹性常数

所给出的该公式有错误

文献

二阶 弹性常数的体积关系为

刀 一 , 口

护

刃 一 。‘

口

里旦 ⋯
丫子 八‘

‘ ,
, 口

二二二二

—梦

一口。圣
‘

‘
, 一 时

,

就得到 一 一 式

结果为

利用 一 式
,

可直接求得
,

和
‘

的压力导当数

‘

,、了、少,乙﹃件,‘,‘,︸‘、‘、了‘、剖
, 一 一

歌影
, 一 ,

器
, 一 , 一

器 影
,

一合器 办

一音蒜
。 一

,
壑兰 一 牌二二 丝、 一生

, 沙 刀 二

口

口￡受口,

一
· ,

其中
,

— 一

—
一 一 廿

‘

口沙 , , 口沪
, 二

三
、

晶体总能的膺势理论

用腰势方法〔 ,

单位未形变体积的晶体能量 可写成 采用原子单位 方 。
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、

少、了、少、产
、,产︸了,︸,‘,︸,伟、一套、了、了、

口

、了了、
一 及 。 、

,

忿

石“ 一一 气一 二一

心。 宝

一
·

“
·

‘ ,一
,

“ 子

而 万了
’

。峪

,

一

君 尸

口。

叮 ,

反, ,

其中 是原子价
, ,

由形变后的原子体积给出
,

口 一 , 烤邝
。是 自由电子气的能量

,

。是 电子一离子相互作用能的平均值
,

是修正系数 这两项仅与体积形变有关
,

与剪切

形变无关

点阵矢量

及留 是 能
,

是 常数
,

是带结构能
,

求和对所有非零的倒易

、了、,‘二乃‘,,‘、‘、

进行 毛是费密波数
,

反才 丛、奇一 黝奋点
,

是能量一波数特性
,

叮 ,

友 坦鱼业业二应土兰
。
一

。‘ ““‘,‘

其中指数项是为改善求和的收敛性而外加的衰减因子 是结构因子
,

对于 和

晶体
,

份 一 叫做扰动特性
,

‘

、了、了,月份,,‘、、

,

一 尸 、
式 一 — 一 十

—
一

—七 一

一 勺一 是介电函数
,

。 孕 一 一 生互些 一

丫

一 代表自由电子气的交换关联修正
,

本文采用
一

近似
,

中中其其

节一一只琴一一‘ ‘

友辛十 友 兀夕

如果 了一 。,

则 就是通常的 介 电函数
留 刃 是离子实和电子相互作用的腰势 留 的 盯 分量 本文采用单参数
一

模型势〔“ , ,

。

。 ,

且‘气

、、少气
留

。 宁
冗之

口甲

。 ,
。

厦势参数 , ‘

和 。的修正系数 利用零温零压下晶体的弹性常数 。 和晶格常数的实验

值确定
,

、 口。 一 。 二‘ ,

口。 一
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七种简单金属的晶格常数和势参数列于表 中
, 。 实验值列于表 中

表 原始数据和势参数

。

入

〕

参考文献

斗

一
· ⋯

·

,
夕

弓
。

斗

。·

⋯
、

’

·

。 , ‘
·

。 ‘ ‘
·

‘
气

。

斗

川

一
四

、

体积相关能的导数

令
,

表示晶体总能中仅仅与体积直接相关的部分
,

则 由上节可知
, ,

凡 。

由于
,

对剪切形变参数 、和 。 , 的导数均为零
,

所以它只对下面两个 弹性常数有

贡献

鲁
, 一 一

份
,

鲁
一
补 豁

一

六 等
一

弩
一 。 十

臀
,

令
, 一 一

六心
争

一
补货

十

戮翻
, 一、

一

六
一

臀 弩
十 。 一

弩
五

、 “ 能的导数

凡 , 定义为在均匀价电子气中按周期排列的正离子的静电势 能
,

它可以写为 和

两项之和
,

是单位体积中一个离子与所有其它离子平均相互作用能的一半
,

是

单位体积中一个离子与所有电子平均相互作用能的一半 和 由下式给出

、 ,

七

—
夕

口。 气曰

己

, ‘ ,

一 刀 窟
乙 一

—
、 、二二 二贾

。

口。 仁
‘ “ 沼

其中求和遍及原点以外的全部晶格点
,

积分遍及全部晶体体积 。 是价电子密度
,

万

刀

一 一 —封 口

其中 “ 。是晶格常数
, 。 是结构常数

,

对于 结构
, 。 ,

对于 。 结构
,

一 于是
,
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采用原子单位 护 得到

,
,

「
“ ‘。 一 瓦

一

长令 万不石而 一 砚川 石乏开夕
·

在均匀形变中
,

形变后的 尸 与 路 应变参数 刃 ,

和形变前矢量 。的分量 , 的关

系式为
洲 一 孟、一 艺

。。
·

不用 式将 斗 式对 形变参数直接求导
,

可以得到 能对 弹性常

数的贡献

为计算方便起见
,

做如下变量代换
,

一 些
, ,

一一一

其中 矛一
, , , ,

和 是确定晶格 点的整数
,

于是有

呵
’

‘十 ‘十 ‘十

刃‘ , ‘ ‘ ,

艺
厅

艺

、刀声、少、,尹、了,少迁且‘传了、气、叮、

,︸“十斌卜而

入
少

、

入一︹︸一华一,山

了

圣一

我们将文献 」的定义扩展到适合于 和 结构
,

定义如下晶格和
,

圣仍

对十 烤 跨
”

‘ 里,

经 烤 心
灸置‘ “

一 号
一
刹

“圣 孟 呈
,

砰起, 介

自 ,

心, 。 六 ,

﹃甘广、,月曰

利用这些晶格和
,

可以得到

召十 经
”八

能及其对

“ 十 。 , 。呈川 , ’

心气为沪 而 〕

心十 “孟十 “ ”

弹性常数的贡献 结果如下

、夕、了
‘

、户︹,伟乙哎、一︼、一了且、了、
、

一 名 。 , 、 二 名

乙 , ,

—
凸 一 产

一 — —
,

心。 口
,

其中 “ 一 “ 。。‘ ,

常数为
们

“女
” , ,

一一一

鲁
, 一

一合云子
,

争
, 一 , 一

霎
一

云
一

丫
,

、产
、

、、
,月︸乡产︼﹄少一、︼夕了、了、‘、夕竺望

,

川 卉
二丝

口 。。 。

, ‘ 一 生
。 之 声

一 而
一只石一

,

。 , 。

口了 口,

宕 对
, 门

一 商万几丁
’

万一岛里互
竺

⋯
, 。 一

盆 犷

卫兰
一

一
,

一 二
。 一

」

牙功

夕‘
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卫丛竺
,

￡圣 , 了

万 如

口

里旦竺

至
饭

一

惫
〔‘ “

,

一 “ ’ 一 “ ,
’,‘, ’

, ‘ “ ’ 一 ““‘
, ’

, 一 , “ ,

功

犷了

君一岛

旦里互兰竺
日丫子月它 ,

川 ‘

一 卫宜
, ,

一 、今
,

、
,

一 兰
。

口。
一

之 声功
一 商下了

,

口 刀
。阳

了 , 口丫 口丫

, 一

惫
一 ‘ ““

, ,

“
,

一 王 义。

念

口。

、忿功

上述公式中共出现了六个晶格和
,

但是利用晶格和的三个恒等式

尹, ‘· , 一 生
。 ,

‘, , ,‘ , 今
, , , , 一 ‘, , , ,

尹, , ,‘, 一 梦, ,

我们只需计算其中三个就够了 计算中
,

对于 结构
,

要求
、 ,

和 全是偶数或者全

是奇数
,

而对于 结构
,

则要求 十 十 偶数 文献 〔 已经计算了 结构的

晶格和
,

用类似方法可得到 结构的晶格和
,

结果列于表 中

表 晶格和

—
一里二一卜‘竺一一兰兰一 一竺一阵里二一

一一上二斗二竺竺‘ 二卫二二里呈竺 止竺竺二卜二兰坚止二卫竺坚翌生卜二 竺竺‘

一上一
一二翌江里军生导婴坠一星

二

竺丛 星逻竖立上骂上

—
卜一坐 一一兰一一

一竺一 阵一全 一卜一兰全一卜一竺竺一
‘竺匕 一竺竺一 卜止竺竺一一兰竺一 一二竺生一

上竺 止兰竺兰一
’

·

“
·

“
·

‘ ,
·

一
·

‘

六
、

带结构能的导数

设晶体形变前后的倒易点阵矢量为 和
,

倒易点阵的形变张量为 民 , ,

则有
叮 一 夕, , 仇

,

印
‘ 是 。‘ 的转置逆矩阵山 ,

夕, 一 。名一
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场 可以写为

。 一

、斗
。 一

、
‘,

·

所以

利用 口 。 ,

友, 也可以用晶格常数表示
,

毛 一 吵、‘共
派 “

令 一 创 毛
,

考虑到 。 一 俨
”,

所以

二 一 。二、、
, 、夕、,

或 。

’

因为六种形变的 “
, 中都有一个 , ’ 因子

,

所以由 式可知
,

它们的 燕 , 中都有一个

沂 因子
,

而这刚好与 式中的 功 相消
,

也就是说 与 无关
,

、,、少、、产、产、、,产、夕、,、、

乃兀
了、了、了‘、了、矛‘、了、叹
、
了、、

约司鸽

—一
。

于是
, , ,

可以写成

, 一 上夕
口。

丁
‘

, , ,

二其中
,

只与 , 有关
,

只与 和 。 有关
,

当 , ‘ 和 , 等于零时
,

二 、晋
, ,

利用 式可以得到带结构能对 弹性常数的贡献即 结果如下

鲁
, 一

争
箫 署

, ,

月丫弓日公口 二
旦竺竺

月只子 织

司司幼月勺,勺气

口 乡

口￡圣口,

护 加

刁 口￡

一

会万
‘
“ 。

帕 恰
,

等
一
补刹

, 一。。 ,

一

亩万
’
“ ,

器
一

扣器
十

黔割
, 一。一

一

亩翩
‘万

‘

粤器
十

粤剖斌
。 ,

二 粤勺
, 。 , 劣 、

, 劣 、 口

— —
丫 夕

,

一

一 —
十

一 —
口。

丫
, ‘ , , ,

介弓
。

一

会翩
‘粤

’

粤器
十

粤刹澎
一

去翩‘习晋粤箭瓷 粤斋 久
。 ,

一会翩
’

’粤器 平器 粤到
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丝时动一
才立互川

了受口 ‘

二

上 厂二、
, ,

厂二丛丝 兰犯二 、 丝
口。

分 护
’

一 卿 丝、
才 , 刃

八 ,

‘ 二

尸了

一里坠‘
,

丫 了 了 ,

认 一会翩
’

军 二罗器
一 兰丛凶 婴、

丫 。

才 劣 口
斗

这里
。 艺 ,

,

劝 一 万二 。子
,

劝 万柳 斌 十 阴 ,

‘ 一 艺 。吕一 州
, ,

劝 万 圣耐 十 , 璧
,

刁 , 劣 艺 一 州
, , 二一

,

人 幻 一 艺二圣 叫 十 一 、 ,

劣 一 艺 。 。 , 。 ,

月 。
劝 万武水义码 一

,

过 , 二 一 生 汉 , 二 ,

。 劣 一 艺 , 〕, 且
,

, 健 , 劣 二

以上求和均为在倒易点阵中对绝对值相等的所有矢量 进行
,

所以结果是

如
, 。 劝 即是 二 值相等的矢量 二 的数 目

斗

,

的函数 例

由于带结构项中增加衰减因子改善了收敛性
,

所以本文的求和只计算到 成 另

外为了计算简单起见
,

在 对 和 , ,

求导数时
,

认为衰减因子和分母的 是不变的

七
、

计算结果与讨论

本文计算了
, 。 , , , ,

和 的二阶弹性常数及其压力导数和三阶弹性

常数
,

并和现有的实验数据以及其他作者的理论计算作了比较
,

结果列于表 和表 中

表中的实验数据
,

二阶弹性常数均为外推到 的值
,

其压力导数
,

碱金属是常温下的值
,

和 是外推到 的值 的三阶弹性常数是常温下的值

本文只用了二阶弹性常数 口 和晶格常数的实验值来定可调参数
,

计算了其余八个

独立的二阶与三阶弹性常数 计算结果表明
,

二阶弹性常数 与 ’
,

除 的 ’比实验值

大三倍外
,

其他与实验值的偏差均在 并 以内 二阶弹性常数的压力导数
,

除 的 ’

与 和 的 ’ 外
,

其他与实验值的偏差均在 多 以内 三阶弹性常数只

有 的实验数据 本文计算的 自 , ,

几。 和 几 与实验值符合得比较好 和 与
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表 二阶弹性常数及其压力导数

,

参考考 些些 务务 参考考

文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文献献 尸尸尸 文献献, ‘ ,,,,,,,

计算算 弓弓 木文文

,, 〕〕

,, 〔
。

实实实验验

““ 计算算 本文文
,

‘‘ 斗斗斗 「

弓弓
。 。

【 〕〕

实实实验验
。

〕〕

计算算 斗斗 多 本文文

弓弓

。

呼 ,

实实实验验 ‘ 〔 」」

上 计算算 斗
。

本文文
二卜卜卜

。

口口 ‘‘

实实实验验

计计计算算 〔
。

本文文

〔〔〔〔
。

。 。 。

多

实实实验验
一 。

〕〕

计计计算算 本文文

。 。 。

斗

。 。

实实实验验
,

「 」」

计算算 呼呼 夕夕 本文文

礴礴礴礴 斗弓弓弓 ‘‘

斗
。

弓 ,

弓弓弓 斗斗

实实实验验
。

」」 弓
,

「
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表 丹 三阶弹性常数
, 。

,, 一 一 , , ,, , 。。

参考文献献

计算算 一 ,, 一 一 一 一 斗
,,

一 , 本文文

一一一一 一 一 ,
··

一 一

一一一一 十
·

一 呼 ’’ 一 二 一 」」

计算算 一 一 斗斗 一
、、

‘
,

一 一
」」

本文文

一一一一 ,
,,

一 一 一 一

一一一一 十 一 一 一 一 斗斗

计算算 一 一 一 ,, 一 一 夕 一 本文文

一一一一 一 一 盆
一一 一

,

一一一一一一一一

一一一一一 牛 一 一 一 一 ,

计计计算算 一 一 一 一 一 一 木文文

一一一一 一 一 一 一

一一一一一 一 一 一 ‘ 一 夕 〕〕

计计计算算 一 一 卯
,,

一 一 一 ‘ 一
‘

本文文

一一一一 一 一 一 一 ‘
’’

一 亡 」」

计算算 一 ‘ 一 一 一 建
、

文文

一一一一 一 一 一

一一一一 一 一 〔 」」

失失失验验 一 一 一 一 一 弓

一 一 一 一 」」

计算算 一
。

一 一 一 本文文

一一一一 一 一 ,

一一一一 弓 一 斗 一
。

实验值的正负号和数量级是一致的
,

而文献 和 〔 的结果则不一致 比实验值大三

倍
,

但也与文献 〕和 刘的结果接近 总之
,

本文计算的 的三阶弹性常数比文献 〔钊和

〔 的计算结果更接近于实验值 其他金属的三阶弹性常数计算结果
,

徐
一

的 , 和

。万外
,

与其他作者的计算结果是接近的 ’‘ ,

本文对 等人 。, 的简单理论模型提出了改进
,

使之不仅对碱金属
,

而且对 和

都得到了比较好的计算结果 其他作者的理论模型比较复杂
,

有的还用 了许多可调参

数
,

但是从计算结果看
,

并没有太大的改进
,

有的结果 如
’

的三阶弹性常数 还不如我们

的结果好 总之
,

本文所提出的计算简单金属弹性常数的方法是一种简便可行的方法

参 考 文 献
,

阳。 夕 过 , ,

, 几 召 , ,

叼
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