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摘 要

对于任意形状
、

充满粘性液体的腔体绕惯性主轴整体旋转的一般情形
,

本文首先

导出大扰动运动方程组
,

然后按照 月。 直接方法建立了弱非线性稳定理论
,

并

应用于 问题
,

得到和实验完全一致的结论

对于充满液体的腔体旋转运动稳定问题
,

作者已分 别 用 一 次 近 似 变 分 直 接 方 法 和

二 直接方法〔习建立了线性稳定理论 同时应用这一理论处理了 问题
,

得到了

和实验相一致的结论〔习 线性理论的稳定结论在考虑非线性效应后是否仍然成立
,

对有限自

由度情况 月二 已解决了 最近
,

处理了 实验的非线性稳定问题
,

由于未

考虑液体的粘性
,

所得结论仍然和实验结果不一致目

在陀螺仪理论及应用的专著汇一 中
,

总结的都是线性稳定理论 总结了非线性陀螺

理论
,

有成效的结果仍局限于弱非线性情形 和 总结的粘性流体运动稳定的

非线性理论
,

亦仅限于弱非线性方面的结果〔 , 无论哪一种情形
,

考虑普遍的非线性稳定理

论都是极其困难的 本文目的在于研究任意形状
,

充满粘性液体的腔体旋转运动的非线性稳

定问题 至于大扰动稳定问题则有待进一步研究

一
、

非线性稳定问题的普遍数学提法

假设充液腔体在平衡状态绕通过定点
。 的一个惯性主轴以 作整体旋转 我们 来 建 立

控制偏离平衡状态的大扰动运动方程组

首先
,

引人以下三个基本坐标系

固定坐标系
,

方
」 ,

占
,

如 定点 口 为原点
,

旋转轴 占沿铅垂方向
,

坐标基矢 刃
,

理
,

摺 假设壳体和腔内液体质量分别为 和
,

重心距定点 。 的距离分别为 和

平衡运动坐标系 毛。
, 二」 , 二 , , , 二 ,

轴和 杏。轴重合
,

此系相对固定坐标系以口。 一
,

,

岛 旋转
,

坐标基矢为
, ,

几 设 为液体压力
,

平衡时满足
, , 、

一 如 十 二 甜认石 十 衍少 一 勺
,

本文 年 月引 日收到
, 年 月 口收到修改稿
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其中 为液体密度
,

为重力加速度

扰动运动坐标系 口 , 二 ,

式
, 二 假设充液腔体偏离平衡的扰动绕 口 作定点运动

,

相

对
, , , ,

系以 。 。 , 。 , 。 旋转 在扰动过程中
, , ,

三
,

系和充液腔

体相固连
,

坐标基矢 , ,

坛 几沿充液腔体的惯性主方向

坐标系
, , ,

和
, 、 , ,

之间变换关系满足

、产、少,ù,了、了‘、

其中

一 了 , 丫 , 丫 奋
,

一 了 丫 了 ,

一 丫 , 了 了 ,

, ,、 一 , ,。 , , ,

由 式 一
, ,

的法正交性导得

川
,

川 十 川 一
,

码
,

戒 代 一
,

吮 邓 式
,

了 , 丫 丫 丫 十 丫 , 丫 ,

乙拼 乙 了刃 乙 丫
,

了 了 了 了 十 丫 丫 一

下面我们相对平衡坐标系 。 , , ,

列出基本方程和边界条件

壳体的运动方程

设壳体和腔内液体关于 。 的主转动惯量分量分别为
, , , ,

及
, ,

矶 壳 体 的

总动量矩为

一
, , ,口。 。

· ·

其中。 为扰动角速度
,

入一 一鱼 丫 二 , , 刀、 , 一 注 二 二 月 , ,

一 刀
,

二 , 左 , 、

一
, , 了 二 , , 一 月

,

二 二 刀 ,

一 刀
, 二 才 , 刀,

一
,

一 二圣
,

一 一 二
,

一
,

丫呈
, 二 刀 刀 一

,

为惯量张量
,

一
,

二

‘

、、‘,月,了

其中

一 刀
了甲

, 丫子

一
又刀 十 ‘ 一 刀 夕一

了 了 一
刀 , ,

一 寸 一
了 丫

警
一 , 一誉

、 。 一
,

一

“ 一
工

一生介 一 ,
,

了 丫
刀」 , 一 刀 一 工

卫生 卫 刀 ‘ 一 一 丁 了 一 ,

了
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一望
, ,

了子 了子
, 了子

一 月口 十 一 一 呈
, ,

一
,

了 丫

了予,

少

召, ,

一
,

一
丫 丫 ,

一
,

一
了 了 ,

一
,

几大

践一
几 一 刀 ,

一 才 一 才 、
一 、

了圣 丛 才
、 。、 一

壳体的动量矩方程为

—
一

刃万

·

〕 、 。。
·

入
十

—
佘
一 · 一” , ”

’

”“

一 对
, 人 乃 丫 ,

一 二
,

岁三
。 ,

一 二 了 , , 丫 ,

十
。 , ,

一 汪
、

一
,

, , 刀 一 召 一 召

二 二 左 , 才 ,

一
,

一

一 二 二 刀
, 刀 ,

一
,

一 才

一 二 二 才 刀 ,

一 刀
,

一 刀

一 了
, 了 , ,

一
,

一
,

其中 一 , 一 。 一 户 一号
“ 耗‘十 。 一

。 , 为单位张量
·

, 为 粘 滞 应 力 张量
·

厂 。八
劝护 拼 气

一

二 一 七 十 二司
口朴

腔内液体运动方程为

鱼 十 马
。 一
一 戈一 十 ,

尸

连续方程

甲
·

砂

活动轴微分方程— 方程

汉

“’ 丫 丫

了 ’‘ 了” 了“”

了

田 丫 一

切 了 一

田

田 丫 田 了 一 田 了

田 丁 田 了 一 功 丫

田 了 田 丫 一 田 丫

田 丫

切 了

的一丫

功’丫 ’‘

的’了”
’

二

、

边界条件
。 ,

。 ,

其中 为腔体界面 。 为其外法向单位矢量

整个数学问题就是按非线性微分一积分方程组 一 和边界条件 以及初始条件

求解 。、
, 。 , , , ,

一
, ,

直接求解是极其困难的
,

有效方法是用 月。 。 直按方

法进行定性分析

二
、

弱非线性稳定理论

弱非线性理论仅考虑非线性项是小 量的情形
,

即假设偏离平衡状态扰动小
,

但有限 在
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前一节扰动方程组中仅保留一阶和二阶小量 然后按连续系统稳定理论的 月 直 接 方

法处理这一方程组

假设

子
用 一 止,

以 ,

当 。

当 箫
,

一
一

则在小扰动假设下
,

均为小量
,

另外

坐标变换关系 一 式变为

田 , 岁 , 也是小量

一 一 丝、,
。 , ,

,

病
,

‘

一
‘ ‘ 一誓

‘

一
‘ ‘ ‘

‘ 一

普
’ 十 十 。

‘ ‘ 一

普
“璧 十 ‘ 一

普
’

盆 ,

些、么
一 ,

不口

, “ 」 十 一 优 一
,

十
,

吸 十 久 内 一

扰动运动方程和边界条件 一 式变为

一警
【 一 , 一 ,

·

‘ 一 ,
,

,

一 才
, ,

一
, ,

一
, ,

刀 一
, ,

一
,

一 圣
,

蛋 才
, , 一 ,

斗

浮 , “ 一一塑 刀
,

一 一 丝 刀
,

一
,

一些
仪一 一 沙一 塑 才

,

一 民 ,

屯 、

一言 十 一 才口 一 万‘成 “ 一
,

厂 刀 一窗 才 召 一
,

一攀
” ‘ 一“ 一鄂山

“

一攀击 十 口 一
“ 一攀

“ “

一 ,

一
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。 二 、

「。
‘ ,

—
几田

“

犷十 气 各咨 入 田一

入
」 十

·

—

一
· 一 , , , 一“

了 一 ‘ ‘ , 。
,

一
女月

。 , , , 。 。 、 。 ,

一 一 又
·

十 汽 十 一 一 。 一 少十 一 气万 十 万 十 七

一 刀 , 一 刀 刀, , 刀 , 才 一 一

一
‘

理, 刀 , ,

一
,

一 召 一 刀 , 刀

,

一 才 ,

一 才 一 内
, 理 , 刀 刀 , 刀 一 , 一

活动轴微分方程— 方程

‘

⋯
、

⋯
一 丽 一

勺 一
一内— 一

吸
田 ,“ ‘, 一 切 ,“ , , ’

一“
, ,

丽 一
切 优 ,‘ 一 ‘“ , , ’

切‘“ 刃 一 ,。 ,‘ ’

丽 一
切 一 切‘。 , , ’

瓮
田 ·

一 瓮
·

一
,

瓮
田

一 令
功

一
功 一

,

货一
· 一 。

且

液体运动方程 和连续方程 以及边界条件 保持原形式不变 这些 方 程 中

非线性项忽略后
,

就导得文献仁
,

〔 中所研究的线性问题

首先
,

我们证明几个引理和能量积分
,

然后导出运动稳定判据

引理 在方程 中满足

。
·

“ 。 。
·

‘ ,

证 根据
,

和 式
,

可以得到

。
、 。 , ,

入
昌才。 入 田

’

十 —
口 ,

其中 一 。 , , 。 , “ ,

。 , , , , 一 左 , ,

一
, ,

。 一 刀 , , 一 刀 刀 , , 一
,

妈 一 十 一

这就直接导得 式 利用引理 可以导得能量积分如下

以 。 标乘 式两边再对液体所 占区域 了 积分得到

剥帐内
· 十

邵
·

粉
一

黔一
田

再以。 标乘 式两端
,

利用引理 和 式得到

一户
·

、

、了义山一反
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「

—
、—认汉广 夕

· ·

一 华 , , , 。 。 一 。 ,

一 。 、 人 , 力川吵
」

警
一 一

」警
暂
。 “ 一 一“

普

一
。 · ,

·

一”’十 ,
‘

“
·

将 斗 ,

劝 两式相加
,

并利用
,

式就可得到能量积分如下

李
, 、, 。 , 。 ,

一
。 。 , ,

其中

,户 。 , , 。 一 生
。

· ·

。 生 。 、二 ,

, 一 口舌
,

一
,

一 刀 一 , 人, 人

夕孟
、
一

、

必
,

一

一 一 人

一 一 二 一 , 一
五。‘ “ ‘

、 , , 。 ,

· 刀、

卜邵
·

髦 笋
在 式中各项具有明确的物理意义 为扰动动能

,

为势能变化
,

中为粘滞耗散功

率
,

称为耗散函数

在势能表达式 中
,

将二阶量记为 岛 仇
, 三阶量记为 肠

,

由于 价
, ,

一
,

,

均为小量
,

故存在足够小正数 使

。 , 、、·、 。 、

艺

、、
,

口月
尹失二

, 改 一
, 一 刀

,

一 刀 一
, 一 一

, 方, 乃 ,

为一阶小量 利用 式的第二
、

三式可得

,
簇

,

、 “

一
十

’ ,

, 。 , ’ 十 些过上创 坚旦土丛
弓竺

。 一才
、 一十 丛哑吐卫

卫址且丛
国些卫, 过‘巡

忽略四阶以
一

量上式即是 式 因此
, ,

的正定性取决于二阶量
,

由此直接得到如下

引理

引理 如果充液腔体整体旋转的平衡状态
,

势能取极小极
,

即 嘶 ,

恒正
,

则
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端
,

一 一

以及
口若

, 一 一 刀 材
, 左 对

同时成立

弓理 如果
口君 一 ,

一 蕊 对 人
, 人

或者
。吕

, 一 召,

一
, 人 斗

成立
,

则充液腔体整体旋转的平衡状态的势能不取极小值

引理 除了退化情形 。
, ,

—常数
, 。 。 外

,

小扰动运动方程组
, , ,

和边界条件 式不存在作刚体运动形式的解

证明完全类似文献 〔 的第二节

引理 液体粘滞耗散函数 少 的充要条件是液体作刚体运动 耗散函数 。
,

沿

任意非退化轨道 定义见文献
,

叫
。 在

,

区间上连续
,

至多在可数个点上为

零

按照文献 中叙述的连续系统的稳定理论来处理上述弱非线性稳定间题 设所有可能

解 卿 一
、 , 。 , , 。‘ , , ,

构成函数空间 少 厌 男
,

其中 男
‘

。 一
,

为 ” 维欧氏空间
, ,

满足条件
,

式 尸 、 为在区域 ‘ 上有定义
,

日满

足
·

。 和 叫
,

一 。 的二次连续可微矢函数 试 的全体 定义函数空间 中的距离

为

、
, 。 一
全、

,

, 二

稳定性就按距离 试似了
,

来定义

容易证明在条件 的限制下
,

距离

功‘ · 、·

招 ,

和距离

了夕

砂昌‘‘妞卫‘。 、
, 。 一
玄、

, 十 。

是等价的 如果忽略非线性项
,

距离 令
,

和文献 中定义的距离重合

对于任意形状充满不可压
、

粘滞液体绕惯性主轴整体旋转的一般情形
,

考虑非线性效应后

可得到如下的稳定判据

定理 如果充液腔体绕惯性主轴整体旋转运动的平衡状态势能具有极小值
,

即 。 , ,

恒

正
,

则充液腔体旋转运动是渐近稳定的

证 利用文献 中的稳定性定理 来证明定理 由于系统取极小值
、

力

恒正
,

故可以选取 月。 泛函数为

粥 一
, ,

。 , , 。 , , , , , , ,

, , , 。 。 , , ,

容易验证 明 满足

那 关于 是正定的且有无穷小上界
由于 是惯量张量

,

故 。
· ·

。 正定
,

另外 是正定的
,

故 令 是正定的 为
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证明 卿 关于 具有无穷小上界
,

我们将 。
· ·

。 和 气 一样也分为二阶项和三

阶项两部分
,

则有
一

, 、 , , , ,

「「
, ,

一

七气““ , 功‘ , “‘少一 今 ‘ 十 万
‘ 田 , 十“ 功 , 十 〕万

“秘公 一 乙 戈 ‘
’功‘夕

刀 。
, , 。 , 石 , , 。 , ,

同理
,

。 二 , 。

圣
, 。 。 ,

子 , ,

类似 式可知
,

存在足够小正数 和 分别使
, , 。‘ 、 全

。 , 。 ,

。 。 , , 、 全磷
十 。 ,

合
·“· ‘

合
·
、· ‘

·

根据
,

和 式得到

哪 口 汉 娜
, ,

其中

夕一
, , , , , 户 , ,

一
, 一 一 一

, ,

一 人

,

一
,

一 一 人 一 人

根据能量积分和 劝 式可以得到

斗

令
一 中 , , 成 。

,

对所有 成立

根据 招 上述性质可证明充液腔体运动是稳定的

渐近稳定的证明 由。 式对 ‘ 积分得
。 、 一 。 、

。

一
。 · ,

“
·

当 , 一
,

上式右端积分必须收敛 否则不稳定
,

其收敛必要条件是 少 , 、 ”
,

即 试
,

一

久

由 得 。 冲 。
,

运动是稳定的
,

自然有 粤 一 。
,

粤 一
浮

下面依据 、
,

口一 。
,

。 一 。
,

鲤。

由 式得
, 一 时有 丛 一

浮
, 一

田

浮
一 。

,

通过方程组 一 来求解

式当 ‘、 时
,

可简化为

必 。
, 。 、 、 一 。 ,

一 ‘ 、 、 , ,
一

“

口尺
‘

二
。

十 一 又 十 刀 十 ‘ 十 一 万 一 廿 少“ 刃 一
,

「斌
, , , 。 。 , , 、 , , , , ,

一 曰 一 汽 一 。 一 一 ‘ 一 夕 十 似
,

个 诬 。
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口蕊 、 。 。 、

十 一 气万 十 廿 十 十 ‘ 一 一 搜 夕伪 内

另外用 丙
,

乘 第二式和用 乘 第三式分别得到

〕
, , , 一

, 。蛋 内 一

同时满足上述四个方程的 内
,

和 内 无非零解
,

即 内
,

一 。
,
吨 一 然后由

,

式

决定得所有 , 均为零 至此证明了当 , ”
, 砂 一

,

‘
,

内“
,

即证得运动是渐近

稳定的 定理 证毕

这里渐近稳定结论具有明确物理意义 扰动后的系统经过充分长时间后
,

扰动的动能全

部耗散为热能
,

除了温度稍微增加外
,

系统将恢复到扰动前的整体旋转平衡状态

定理 如果充液腔体绕惯性主轴整体旋转运动平衡状态的势能不是取极小
,

则充液腔体

旋转运动一定不稳定

证 直接按不稳定的定义来证明 由于势能不取极小
,

故存在某 使
。 , 一 。 , 十 ,

对任意给定的 。 和不管怎样小的 占
,

只要初始扰动选取为

‘一 ,卜
· · 了 · 。 , 占

一 ,
· 。 ,

· , · 一 ‘ 田
,

一 ,田 , 合
一、·

若
。 一 。 夕 ,

, ,

一
兰二己‘应一、

,

石马 又刀
, “ , , ,

就能证明这个小扰动运动关于 试 似了
,

是不稳定的

事实上
,

按 斗 式所取初始条件满足

、‘尸‘占

、人几

了口

。 、
, 。 一 一 全 ,

了 。 ,

, 。 , 。

由能量积分 式对 了 积分
,

得

“ 一 , , 的 , · 一 ,

一
, 一 “ “ · ,

, 。 二 , 。
·

利用证明。 式相同过程可以得到
。 , , ‘ , 。 ,

夕 建 。

粥 粥
。 , , , ,

其中

万 刀 , , 刀 , , , , , ,

一 召, 一 一 盯
, 几, 一 对

,

一 , 一 留 一
, 人 ,

刁
,
刀 由

,

式给出

根据 斗
,

由 式推得

夕 。
哪 哪

。 , , , 石 。
, , , 。 , , 。 ,

广才

〔,

侧动“
‘
·

斗

斗尽

、
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在 。。 式中
, ‘

、 是
‘ 的单调递增函数

,

取充分大 卜井士旦丝 其中
。 岁戈 夕

, 一 ,‘君一 , 君。,
· , 。

,
·

可以证明
,

当 了 时
,

惬丫 牺
, ,

,

成立 这样就证明了充液腔体旋转运动是不稳定的

综合定理 和定理 得到

定理 对于任意形状的
、

充满不可压粘滞液体的腔体绕惯性主轴整体旋转的情形
,

其运

动稳定的充要条件是系统的势能具有极小值

根据引理 和引理 可以得到如下推论

推论 充液腔休绕主轴整体旋转运动稳定的充要条件是

。吕
, 一 才 ,

一 人,

以及

。孟
,

一
,

一 人, 人

同时成立

对于线性理论 一 〕中势能二次变分为零的临界情形
,

包括退化情形 。 一
, 。 ,

—常数
, 。 一 。

,

根据本文定理可以判定这些临界情形是不稳定的

三
、

对 ’题的应用

在文献 〔 中
,

问题被概括为

为什么煮熟的鸡蛋可以象陀螺一样竖立旋转

为什么生鸡蛋不能竖立旋转

怎样解释 所做流体转子陀螺仪的实验结果

在文献 中已论证了问题 和问题 是等价的
,

整个问题关键在于解释 实验

文献 应用线性理论 , , 已解释了 实验
,

阐明了粘性不稳定作用的物理 实 质 以 及

问题在天体演化学
、

地球运动和工程技术上的应用

非线性效应是否会影响原来的结论呢 在理想液体假设下考虑 三线性效应所得结

果仍然和实验结果不一致阎 弱非线性理论和线性理论不同仅出现在临界情形
,

所以
,

目前的

非线性理论不改变线性理论 一 ‘ 的稳定判据

应用本文定理 的推论处理 问题是直接而一 目了然的 生鸡蛋竖立旋转是绕

长轴旋转
,

而重心位置又比定点高
,

所以是不稳定的 在 实验中
,

用扁迥转椭球壳充满

水构成的流体转子陀螺仪是绕短轴自由回旋 重心是定点 故是稳定的
,

当用长回转椭球壳时

是绕长轴自由回旋
,

故是不稳定的 应用本文的非线性稳定理论处理
。
问题后

,

就可

以说已按 朋 稳定理论严格数学提法解答了 问题

四
、

结 论

木文按距离 试 李 甲
。 , , ,

所定义的稳定具有明确的物理意义 如果系统是渐近
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稳定的
,

则扰动后的系统经过足够长时间后
,

除了温度稍有增加外
,

系统将恢复到未扰前的平

衡状态 如果说系统是不稳定的
,

则系统的角速度 口。 田
,

转轴方位参数 氏
,

和腔内液体的

扰动速度 口 均随时间而增长

本文的非线性稳定理论按 月。
’

稳定理论的严格数学提法解答了 问题

考虑非线性效应没有改变线性理论卜
, , 的稳定结论

,

进一步证明了线性理论中势能二

次变分为零的临界情形是不稳定的 本文虽只考虑二级近似
,

但所得结论是扰动小而有限假

设的普遍结论
,

因为引进更高阶近似所得结论仍旧不变 至于大扰动稳定问题尚有待进一步

研究

本文方法和结论原则上适用于文献〔 中所列举的问题

本工作得到谈镐生教授的指导
,

清华大学钱伟长教授
、

系统科学研究所关肇直教授和美国

纽约大学柯朗数学研究所丁汝教授讲课的教益
,

特别是谈镐生
、

钱伟长教授的鼓励
,

在此均表
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