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弹塑性有限元的一些解法比较
’

吴 永 礼

中国科学 院力学研究所 》

弹塑性有限元分析的基本公式 根据 屈服 准 则 和
一 ,

塑性流动律
,

可以导出弹塑性阶段的应力增量一全应变增量之间的本构关系
。 〔几 〕 。

其中 为应力增量列阵
, 。 为应变增量列阵

, 〔刀护 为弹塑性系数矩阵
,

它的表达

式为

〔及 〕 〔
。

〕

〔二 〕

剖器
〔二〕

器
〔、 器

其中云为有效应力
, 〔几功弹性系数矩阵

, 一

斋为有效应力和有效塑性应变曲线的

斜率

增量形式 的平衡方程为

〔 〕 △ △

其中 〔 〕为总体刚度矩阵
,

协好为位移增量列阵
,

协尸 为外载荷增量列阵

几种解法 方程 是非线性的 对于一般问题
,

精确求解比较困 难 目 前
, 一

般都用近似法来求解 下面介绍几种解法

切线刚度法 倒

切线刚度法的解法是这样的 参看图 假使

在载荷 尸 时
,

相应的位移为 。 , ,

切 线 刚 度为

〔 〕, 对 于下一次载荷增量所产生的位移为

〔 〕, △ , △ 月。
‘

。 一 ,

。 , △ ,

相应的应变增量为

△。 才 〔 〕 △ , 。

由公式
、

可以求出这一次载荷增量所产

年 月 日收到
。
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生 的应力增量
,

在用 式计算〔
助时

,

蛊
和 都是从 , 点 的应力状态出发

·

最

后
,

就得到在载荷 尸 。 时的位移 。 、

应力 等数值 于是
,

可以进行下一次载荷增

量的

霆梦摇振霍
, 」

水“传单”点是
’

”于一“封增量
’

早需求解一次就可以了
‘

平均刚度法基本上与上面 的方法相似 对于第 ‘次载荷增量
,

如果开始 时 单 元 应

砚 倪刀

力状态处于弹性状态
、

结束时单元应力状态仍处于

弹性状态
,

或者开始时单元应力状态 处 于 塑 性状

一 态
,

则在计算单元刚度矩阵时采用 第 次 开 始 时

的应力状态
,

即图 中的 点 但是
,

如果开始时
△ ·

单元应力状态处于弹性状态
,

而结束时单元应力状

态变为塑性状态
、

这种单元称为过渡区
、

若仍采用

初始状态的弹性系数矩阵来计算单元刚度拒阵
, 如

图 所示 最后计算结果将达到 点
,

这将引起较

一 大的误差
·

因此
,

文献〔幼中建议
,

对于过渡区的

单元
,

采用平均刚度系数矩阵代替

〔 〕“ 〔几〕一 一 挑 二儒 器
了

瓷
丁 〔、 器

其中 优
君。 一 君 ￡一

召‘一 巴‘一
称为加权系数 ‘。

为屈服应变
, 氏一 、

氏分别为第 次载 荷 增 量 所

对应的初始时的有效应变 图 中的 点 和结束时的有效应变 图 中的 点 式

中万粤粤下和 万
一

采角 点却本次载荷增量结束时的应力及所对应的 值 由于 点所对
’ 一

,

一
, 一

州 一 ‘ ” ’一

”
一 ’

一
”‘

一一
‘ ’一 ’ 一

’ 一 ’

一 一
’ ‘ ’

,

一
”

一 一
应的应力

,

和 、 数值预先是木知道的
,

所 以要迭代计算
「

预先假定一组位 移 增量
,

然后求解
,

使所得的位移增量与所假定的位移增量之间的误差达到指定的要求即可停止

迭代
,

得到所求的位移增量和其他相应的应变增量和应力增量

一阶自校正法

文献 〔 〕提出的一阶 自雄正法是切线刚度法的一种修正
·

从图 可 以看出
,

在切线

刚度法中
,

在求解第 ‘次载荷增量所产生的位移增量
、

应变增量和应力增量 时
,

都是以

月 点为出发点
,

而最后所得的结果为图 中的 点
,

点所对应的应力一般并不与外载

荷相平衡 为了减小不平衡所产生的误差
,

文献 〔 〕中提出
,

在求第 次 载荷增量时
,

在 式的右端加一不平衡项
,

称为校正项

〔 〕。 △ 。 △ 。 △ ,

其中校正项

协
。 一 习了〔 〕了 , 犷

式 中 尸 。 为第 次结束时的总载荷
,

为相应的应力
,

刃 是对所有 的 单 元 求 和
,
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积分是在单元上求积

前面三种方法的相同点是对于每一个载荷增量都要求重新形成整体刚度矩阵
,

所 以
,

统称为变刚度法

初应力法

初应力法在文献 〔
,

〕中有了介绍
,

其基本思想是把弹塑性刚度矩阵分成两部分

〔 〕 〔 〕 〔尤

其中〔 勺是按弹性系数计算的总体刚度矩阵

〔 勺 艺 〔 〕〔
。

〕〔 〕犷

其中万是对所有的单元求和
,

从 可知
,

〔 , 〕 艺 〔 〕〔 尸 〕〔 〕厂

式中习是对所有的塑性单元求和

〔 尸 〕 〔 尸 〕一 〔几 〕

对于第 ‘次载荷增量
,

式可 以写为

〔
‘

〕 △ 、 △ 一 〔 , 〕 △ ‘

根据 式
,

上式右边第二部分可写为

〔 , 〕 △ 、 习 〔 〕〔 〕〔 〕 △ 犷 习 〔 〕 △ 犷

其中 。。 〔 〕〔 〕 △。 〔几 〕〔 〕 △ 一 〔几 〕〔 〕 △绮 为弹塑性应力增 量 和弹性

应力增量之差
,

这一项和弹性有限元法中的初应力相似
,

所 以叫初应力法 从 式可

以看出
,

式右边的第二部分 〔 勺与应力状态及 有关
, △绮 即为所 求 的 位移增

量
,

预先都是不知道的
,

这就需要一个迭代过程 我们在迭代过程中
,

计 算 〔 勺 也取

第 ‘次载荷增量时的应力终值

计算结果和比较 用上面 四 种 计算方

法对带中心裂纹的三点弯曲梁进行了计算 梁

的几何尺寸见图 计算 中牙
,

班
,

班
,

单位厚度上的载 荷 尸

假定为平面应力状态 由于对称 计算时

只取一半
,

载荷为 单元划分情况见图

共有 个节点
,

个三角形单元

材料曲线用指数形式表示

金
云

、 ”

、
一 气

—
一

‘
一

仃

云蕊几

云 几

其中
, , 。, 。

叹 二 一丁丁万了 于 了

乙 气 十
为材料常数

, , 二 ,
几 、

“ ’ , 这时
,

会晋
”一‘



固 体 力 学 学 报 年

回回回 口口团团 川 刃刃区区口口

习习
‘

、

口口口 口口
一

一

卜丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫

口口 口口丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫
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初始屈服
,

也就是第一个单元达到屈

服时的载荷 尸。 七 ,

余下的载荷
,

我

们按相同的载荷增量共分 次加载
、

计算

表明
,

四种计算方法所得的塑性区形状是

相同的
,

也就是在各个载荷情况下
,

屈服

的单元数是相同的 但是
,

四种方法所得

的应力数值不完全相同 图 画出了第 ,

, ,

次载荷增量下的塑性 区 的 形

状

图 画出了用四种计算方法所得的加

载点的载荷位移曲线
,

可 以看出
,

由于切

线刚度法采用的刚度矩阵为每次载荷增量

初始时的刚度矩阵
、

对于硬化材料
,

刚度

矩阵比实际的大
,

所 以 ,

计算所得的位移

要比实际的小一些
,

载荷增量越小
,

误差

越小
,

随着载荷的增加
,

误差积累越来越

大 平均刚度法和一阶 自校正法所得的位

移结果相当接近
,

在图上用一 条 曲 线 表

言 示
,

所得的位移比切线刚度法的结果要大

一些 初应力法所计算的位移结果更大
,

次增量

】次增量

因为我们在初应力法中
,

计算 式的右边第二部分 〔 勺时用 的是终值
,

所 以计算结果

要比实际的大一些 由于没有精确解可 以比较
,

无法判断那一个解的结果最好 但是从

上面的分析来看
,

平均刚度法或一阶校正法所得的结果应当比较好 此外
,

我们对平均

刚度法采用了一阶校正
,

计算结果与平均刚度法的结果没有什么差别
,

这表明
,

平均刚

度法的结果比较好

整个计算是在 一 计算机上进行的
,

切线刚度法和一阶自校正法所需机时约八

十分钟 侮次载荷增量约三分钟
,

而平均刚度法由于在每次增量计算中都 豁 要 迭 代
,
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公斤》

平均刚 匕
一阶校正

一右一了刃一几九, 一 不一一兹一衣尸一气 奄粉

才

一

加, 卜且,‘‘,
,︺

口‘剐引知翻剐

图 加载点的 载蔺一位移 曲线

一般每次增量迭代二至四次
,

因此
,

总的计算时间较长
,

总共约三个半小时 初应力法
虽然不必每次都形成刚度矩阵

,

但是需要迭代
,

在前几次载荷增量时迭代次数较少
,

只

需几次
,

然而
,

随着载荷的增加
,

迭代次数也增加
,

有 的 增 加 到 一
、

二 十 次
,

这 表

明
,

塑性区越大
,

计算中仍采用弹性刚度矩阵
,

收敛越慢
,

总的计算时间约二个小时

在平均刚度法和初应力法的迭代中
,

我们 以最大位移增量的相对误差作为收敛标准
,

所
假定的位移增量与计算得到的位移增量相对误差小于

,

则认为收敛 了 , 从 而 停

止迭代
,

进入下一次载荷增量的计算 误差控制的大小将影响迭代次数及计算时间

从上面的算例比较可 以看出
,

无论从计算结果还是计算时间来说
,

一阶 自校正法是

比较好的

参 考 文 献

〔 〕

〔 〕

, 一 一

, ,

一

, , 一

一

, ,

一
, 一

, 一

、户‘护吸
、气



心 周 体 力 学 学 报 年

, ,

一

〕
,

也 人
,

乓 立

,

一 宫

一

一

” “ 。”汇‘占 , 月 仍公 ”‘


