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摘 要

某些作者〔卜豹 给 出的数值结果表明
,

在单元形状不规则时
,

八节点和十二 节

点的四
一

边形等参数单元 的刚度 变硬
。

因此
,

应用不规则单元所得的结果误 差很大
。

计算结果没有 由二 个或 四个六 节点三 角形组成的四边形所得的结果好
。

本文表明
,

假使四 边形单元是九节点单元
,

拉格朗 日 多项式作为插值 函数
,

那 么不规则单元

所得 的结果 与规则单元所得的结果基本上一 致
。

数值结果表明
,

九节点等参数单

元 比八 节点
、

十二 节点四 边形等参数单元和 由二 个或四个六节点三 角形组成的四

边形单元好
。

一
、

前 言

等参数单元是有限元中一类比较重要的单元
。

普遍采用的形状函 数 是
“ 主 室 ”

族函数〔’〕。

近年来
,

一些作者讨论了 四边形八节点和十二节点单元在单元形状不规 则 时
,

产生刚度变硬
,

因而产生计算结果不好的现象
。 。 等〔幻 以悬臂梁为例

,

比较了五种

单元划分对计算结果的影响
,

在四边形形状与矩形差别较大时
,

八节点单元的计算结果极

不合理
,

计算结果还表明
,

八节点的四边形等参数
一

单元不如由二个或四个六节点三角形组

成的 四边形单元好
。

瓦 〔“ , 对八节点四边形单元采用 高斯积分点
,

重新计 算 了

文献〔 〕中的例子
,

计算结果表明比用 高斯积分点要略微好一些
,

但没有实质 性 的

改进
。 ‘幻用十二节点的四边形等参数单元又对此间题进行了计算

,

给出了 用

和 又 高斯积分点计算的最大位移和最大应力的结果
,

数值计算结果表明
,

即使采 用
一

二节点的单元
,

在四边形形状不规则时
,

结果仍旧不如 由二个或四个六节点三角形组成的

四边形单元好
。

本文通过数值算例表明
,

利用 多项式作为形状函数的九节点四边形等 参 数

单元不但比八节点等参数单元好
,

而且比十二节点等参数单元和六节点三角形组成的四边

形单元好
。

四边形的形状发生变化时
,

计算结果变化不大
,

因而
,

九节点四边形等参数单

元是一种比较好的等参数单元
。

二
、

算例和计算结果

八节点和九节点等参数四边形单元的形状函数和计算步骤在文献〔
、

〕中有所介绍
、

这里不再重复
,

下面给出二个例子的计算结果
。

年 月收 到
。
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例
,

图 所示的悬臂梁比川
,

分五种单元划分情况
,

载荷为集 中 力 尸 ,

表 汇

集了文献〔 一 〕的计算结果及本文用八节点和九节点单元计算的结果
。

为 了考察在其他载荷作用情况下
,

网格划分的影响和二种等参数单元的精确度
,

表

列出了同一个梁在集中端弯矩作用下八节点和九节点等参数单元的计算结果
。

, ,

当
尸

锣
,

, ,

,
, ,

又 。,

,

尸 二

图 悬臂梁和单元划分
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表 图 所示的梁在载荷尸 作用下
,

根部的最大应力
。
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例
,

图 所示的悬臂梁
,

分二种单元划分情次
,

载荷仍分为集 中力和集中弯矩二种

情祝
。

表 列出了用八节点和九节点二种单元计算的结果
。

表中的应力是采用文献〔 〕中

的方法 计算得到的
。
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表 图 所示 的梁在载荷尸 或弯矩 作用下的位移和应力
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结论和看法

本文的计算结果表明
,

对于九节点等参数单元
,

用 高斯积分点较好
。

这一 点 是

与文献〔 〕中的八节点和十二节点等参数单元计算结果相一致的
。

等参数单元虽然可以用于任意单元形状
,

但是用矩形单元 比较好
,

单元形状与矩形形

状差别越大
,

计算结果的误差就越大
。

在 币 族的八节点和十二节点等参数 单 元

中
,

这个现象特别明显
,

而在九节点等参数单元中
,

这个现象不太明显
。

例如表 中第
、

两种网格
,

用 二 族的等参数单元所得的结果极不合理
,

误差可 达
,

表

中的应力误差也是很大的 而用九节点等参数单元时
,

误差始终很小
,

只有百分之几
。

这

是九节点单元比八节点或十二 节点单元优越的一个主要点
。

从数学理论上分析单元形状对计算结果的影响是很重要的一个课题
。

但是
,

目前 尚未

取得较大的进展
。

文献〔 一 〕中曾用 川 级数展开的办法
,

探讨过单元边界形状 对 高

阶单元的精度影响
,

结论是当单元边界为曲线边界时
,

高阶等参数单元的收敛性将下降到

与线性单元一样的量级
。

但是
,

文献〔 〕中则不同意这种证明方法
,

而从另一个 角度来解

释这种现象
。

本文的计算所用的单元是直线四边形
,

而且边上点都处于 中分点的位置
,

上

述文献中的两种观点都不能解释本文的计算结果
。

把拉格朗 日多项式作为位移插值函数用于规整形单元 矩形和长方体 的想法最早是

等〔 〕提出来的
。

文献〔 〕认为这种单元没有 加询 族等参数 单 元 好
,

目前

普遍采用的也是 族等参数单元
,

但是本文提供的计算结果却表明九节点 等 参

数单元是比较好的一 种单元
。
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顺便指 出
,

九节点单元中的内节点的 自由度可以在形成单元刚度矩阵后用 凝 缩 法 消

去
,

这样九节点单元与八节点单元的总体刚度矩阵所需的内存是相同的
。

因而
,

这两种单

元所需计算机内存量基本上是相同的
。
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