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简化 卜 。 方程组及无粘和粘性

边界层联合求解

高 智
中国科学院力学研究所

简化 一 方程组具有抛物一双曲方程组的特性
,

对定常情况可用向前推进的计算方

法
,

要比数值求解椭圆型完全 一 方程组简单得多 求解简化 一 方程组能够同时算出

无粘外部流和粘性边界层流
,

理论上要比先算无粘流
、

然后再算粘性边界层流的常规方法

优越 对于许多类型的流场
,

简化 一 方程组能够真实地反映它们的力学面貌
,

譬如能

够正确计算高超声速绕流流场中粘性边界层
、

高嫡层和无粘外流之间相互干扰的复杂流

动图象等

求解简化 一 方程组的研究还在发展
,

事实上
,

它的数学性质
、

稳定性
、

山 问题

的正确提法
、

计算流场能够达到的精确度等问题
,

还未得到完善的解决
,

不同作者的看法

也不统一 本文给出作者在 年探讨简化 一 方程组的部分研究内容川
,

从无粘和粘

性边界层联合求解的分析出发提出了简化 一 方程组
,

利用摄动法论证了由该方程组可

得到精确度为 。 梦 量级的均匀一致解 顺便指出
,

推导简化 一 方程组的类似分

析后来也在文献中看到
,

如见文献

简化
·

方程组 设
、

“

碑尸

艺夕乡吹”刀另

夕分别为沿壁面及垂直壁面的正交坐 标 图
, “ , 。

为相应的速度分量
, 、 、 、 拼 和

又分别表示密度
、

压力
、

温度
、

粘性系数和导

热系数 取来流参数
、

伽 乙分别为速度

和压力的特征量
,

固壁长度 为长度特征量

假定 户和 拌的数量级可用 如 和 拜。 来衡量

我们按照无粘外流和粘性边 界 层 流 两 种 观

点
、

对完全 一 方程组中的各项作数量级估

计如下
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” , 。为边界层厚度
, 。,

和 。
,

分别是切向和法向动量方

程中数量级等于以及小于 。 华、量级的所有项 对大雷诺数 》 的情况作

如下讨论
, 。,

在完全 一 方程组中略去数量级为 。 华、的项得到 方程

组 对 , 、 。
,

在 一 方程组中略去数量级小于和等于 。
一

华、的项 得到

边界层方程组

联立求解 方程组和边界层方程组时
,

在 占 的交界线上存在数学奇异

性
,

方程组的解在 的 今 占 时的渐近值与边界层方程组的解在 的 占

时的渐近值不会完全一致
,

奇异的实际数量级为 。卜 书
一 。 时

,

法向 方 程 中诸惯性项的实际数量级亦为 。

应该注意到
,

在 的

·二‘里
因此为了消除联立求解无粘外流和粘性边界层流时出现的奇异性

,

对 簇 占
,

应

取在 一 方程组中略去数量级等于和小于 。 兰、的项后得到的方程组
,

这就是

简化 一 方程组 把简化 一 方程组和 方程组联立求解能够消除数学奇异性
、

获
得精确度为 。 黝 量级适

用于全流场的均匀一致解

如上所述
,

简化 方程组是指在完全卜 方程组中略去按照边界层观点估计的数
量级等于和小于 。 皿、的项后得到的方程组

,

具体写出它们 连同连续性和能量
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·

简化 一 方程组 ,
·

, ,一 ‘
·

不包含影项
,

当 。钾 时
,

它有四个重

特征和二个非零的实特征
,

故具有抛物一双曲方程特性 〔们
,

对定常情况可用向前推进的计

算方法
·

同时应该注意到 在简化
一 方程组中

,

“ , ”,一 “ 时
、

命
由 。 梦 ,

。 ‘ ,
,

所有粘性项的数量级均变成 。 普 故精确到
。 二子量级

·

简化

一 方程组在 夕 占 时将光滑地过渡为 方程组 这就是说
,

为了得到精确度为

。 尸偿 量级的全流场解
·

可以不必联立求解简化
一
方程组和 方程组

,

原

则上只要给定初边值即来流 或激波 和壁面条件
、

单独求解简化 一 方程组即可

精确度讨论 利用拟线性简化
一 方程组计算包括无粘外流和粘性边界层在内

的全流场时
·

可得到精确度为 。怪沪普 量级的均匀一致解
·

为了论证这个结论
,

需

要采用与通常的内
、

外层匹配展开 呀肖有不同的摄动展开 完全
一
方程组 和

的解
、

在 。簇 簇 占的粘性边界层内
,

可展开成 矛左 的如下幂级数
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凡 一 。 。 认 对连续性方程和能量方程可类似地

进行展开 需要说明的是 在现在的展开法中
, 一

方程组在 簇 占时的 。 量级近

似即一阶方程组 和 。 量级方程即二阶方程组
、

均与通常的内外层匹配展

开法〔日有所不同
,

在通常的展开法中 镇 占时的一阶和二阶法向动量方程分别为

旦户些 一 。
口

粤 一 及
, , 、。。几

因此在通常的展开法中
,

当用内
、

外层的一阶方程组联立求解
,

以及用内
、

外层的二阶方程

组联立求解时
、

在 , 一 。的交界线上均存在 。恤严华、量级的数学奇异性
五

在 , 占的无粘外流区
, 一 方程组 和 的解可展开为 ￡的如下幂级数
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可见在 占的无粘流区域
, 一

方程组的 量级近似即一阶方程组 约 为

方程组
、

精确到 。 的 量级的近似即二阶方程组 是考虑边界层位移厚度效应后的修

正解 把方程组 和 匀 联立求解
、

可得到在全流场内精确到 。 量级的均匀一

致解 把方程组
、

和
、

联立并进行匹配求解
,

可求得在全流场内精

确到 。 夕勺 量级的均匀一致解

把简化
一
方程组 的 和 约 与方程组 和

、

并与方程组 约和

作比较
,

能够证明简化
一

方程组的解满足如下的关系
,

以 “ 为例有
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对于其它变量
、

式同样成立
,

因此
,

简化
一

方程组的解是适用于全部流场
、

精确度

为 。 少 量级的均匀一致解
,

结束语 简化
一
方程组的具体形式将因 矛勺 量级粘性项的取舍不同而

略有不同
,

通常认为 。 梦 量级粘性项的不同取舍引起的实际差别不大 〔
一

但为了

获得在全流场范围内精确度为 。 矛 , 量级的均匀一致解
,

采用作者提出的简化
一

方程组 一 〔习 ,

可能比较合适

简化 一 方程组能够正确算出激波层内无粘流
、

高嫡层和边界层流之间的复杂干扰

现象 。
一 ” ,

并广泛用于其它的流场计算 如非平衡流
、

管道流
、

远尾流
、

激波一边界层干扰现

象
、

以及三维尖头和钝头体的粘性绕流等 简化
一 方程组也已用于分离流

、

近尾流和

压缩拐角等复杂流场的计算
,

但应注意到 简化
一
方程组仅在粘性作用占优势即 户 铸

时才具有抛物一双曲方程特性
,

而在 占 粘性作用可以忽略即 产 时它过 度 为

方程组
、

相应的特征根为

又, 一 又 一 二
,

毛
, ,

“ 。士 了
, 一

一

这里 为声速
、

是马赫数
、

, 为实特征
、

属双曲型
,

简化 一 方程组的数学类

型没有变化
、

耘 为复特征
、

属椭圆型
,

简化
一

方程组的类型发生了变化 在

简化 一 方程组属椭圆型的流动区
,

问题并不适定
,

采用叠代求解或作其它的特

殊处理是十分必要的
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