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应用长学和力学
,

第 誉竿 引川 年 月
、

亩用救学和力学偏手会编

四川人民出版社 川饭

分解刚度法在各向异性多层

扁壳 理 论 中 的 应 用
’

王震鸣 刘国玺 吕明身

中国科学院力学研究所
,

廿 年 月 日收到

摘

本文按文献汇 中胡海昌阐述的方法
,

在文献仁 〕的基础上
,

将分解刚度法推广应用 到 名向异性
多层扁壳的横向变形

、

稳定和横向振动问题上去
,

取得了简单实用
、

计算工作 从 和 误左 都软小的近似

计算力法

日 性全三
、 「刁

由碳纤维
一

环氧等先进复合材料制成的各向异性多层扁壳特别是夹层扁壳
,

由于 层 间剪

切模量较低
,

一般应考虑由层间剪切产生的沿厚度方向的剪切变形
。

由文献〔 〕可 以看到
,

在考虑了沿厚度方向的剪切变形以后
,

具有五个广义位移“ 。, 。。 ,

人
,

九和。 ,

比采用

假定的扁壳增加了两个广义位移必 和 功
, ,

方程相当复杂
,

在求解具体问题时
, ‘

币亨常遇乡

数学上的困难
,

计算工作量很大

为简单起见
,

在 年代和 年代的许多复合材料板壳结构研究工作
,

常忽略沿厚度方向

的剪切变形
,

采用 假定
,

这样
,

广义位移只有三个
, 。 ,

和 。 ,

方程简单一些
,

求解起来比较容易 算得的结果
,

在某些情况下
,

误差较小
,

有实用价值 但在另一些情况

下
,

对于横向变形问题
,

特别是屈 曲波数较多的板壳稳定问题和高阶的固有振动问题
,

采用

’ 假定算得的结果
,

有时误差大于 多
,

不容忽视
,

这说明考虑沿厚度方向剪

切变形的必要性 对于板壳结构
,

一般地说
,

忽略沿厚度方向的剪切变形所带来的误差
,

对

于 自由边要小些
,

简支边要大些
,

日支边则更要大些 在文献 〔 」中第六章
,

给出了各向异

性多层板在求解横向挠度
、

临界载荷和横向振动固有频率的算例
,

说明经典理论的解与考虑

沿厚度方向剪切变形的解相比
,

有时差别很大
,

不能忽略

当沿厚度方向的剪切变形所产生的影响不可忽略
,

但仍处于次要地位时 通常在工程结

构上遇到的就是这种情况
,

采用分解刚度法是很有效的
,

而且是相当精确的

一 年间
,

记 尸 在 型夹层板理论的基础上
,

就夹层板的临界载

荷问题
,

提出了一个 简单的近似计算方法
,

即分解刚度法
,

求得了在许多具体情况下临界载

荷的近似值 在我国
,

年代初
,

胡海昌在一份内部报告中
,

在 夹层板理论的基础

上
,

淮厂
一

了分解刚度法
,

用以水解价观备向同性夹层板的横向挠度与固有频率的近似值
,

在

粉 而 ,沙由于比存



© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

王 震 鸣 刘 国 玺 吕 明 身

理论上作了严格的论证 他的主要结果编写在 「 〕中第九章

本文按胡海昌阐述的方法
,

在文献 的基础上
,

将分解刚度法推广应用到求解各向异

性多层扁壳的横向变形
、

稳定和横向振动问题上去
,

得到了简单实用
、

计算工作量和误差都

较小的近似计算方法
。

二
、

各向异性多层扁壳的基本方程

采用文献 中的符号和基本方程 对于各向异性多层扁壳的小挠度理论和不考虑温差

的情况
,

由文献〔 〕中 和 式
,

分别可得

刁 月 , 。 一

。

。

一 一

。

几

。。 。

几
。

刀
‘、性翻

一。

、奋

‘,沙吕,幼从孤从

⋯
密吐,‘、

口
·

一 “ 杨

贵 味
· ·

喘
‘

·

在 和 式中
,

法
了

为拉伸刚度
, ‘ ,和

‘ ,

分别为对所选坐标轴的弯曲刚度与弯曲拉伸

间的祸合刚度
,

由扛 中 式给出
,

为剪切刚度
,

由【 〕中 式给出

对于横向载荷乳和在
,

方向对所选坐标系的分布力矩
二 , 。、

作用下的弯曲问题
,

在

内力 里
, ,

匀作用下的线性稳定问题和横向固有振动问题
,

由〔 」中 式可得平

衡方程

擎 些
一 。 ,

些 擎
一 。

。涌 召

日
二

日义
上兰, 哭

一
二

一
口夕

日 日艺

功
二

丁歹 十
否一

。

戈

日 二

叙

警
一口

,

一 ,

赞 十
,

口 、 、

刃
、、 、

卞 一 石 一 一万 一一矛万 一 一
一

了于一
、

夕 八
二

兀
、 , “ ,
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其中

。“ 竺
日 乙

日工 呈
,

日 叨
不下不一十

尤 子

切

口夕

护功
十姚 一 杯

在 中
, 一

擎
中 式给出

和 一

心 、性力矩 在
·

冲
,

一 。

令
一

为惯性力
·

户和‘由

将
,

代入 式
,

可得以广义位移叽 , 。,

衣
,

如和功表示的偏微分方程组

、了了
, 。 。。 。功

二 ‘诱
, 。 。

“ 。 。 。 功
二 一

功
, 。。

, ,

“ 。 ”。

又 一了俞
一

功
·

‘
·

“ 。一

, ,

日 、
‘“ 。 、。。 ‘

沪 “ 一了戒
、 功

、 ‘ 。。二
一‘

一 ’

一‘ , 一 “ ’

一“
‘

” 、一 ” 一 舒 丫 , ’

一和一

。 , 。 。。

功
二 。‘

功
, 。。二 。

在 中
,

线性微分算子
, , , ,

乌
,

⋯等
,

由〔 」中 式给出
,

略去乌
‘ ,

几
。 ,

乙 。 ,

众。中的小量后可得

日名 日 日
十 “戏 一赢百刃十崛万了

月 月。。
刁

口沉口夕

刁
十月 ”, 万万

叙护
二

。

一 二 , 。
口

况 刀 命
一

,

一耐

一 一 、 。

斋
十‘。 十 几

。

喘
一

“ 、
导

。

一
。 , 一

食 食
十

淤 公
十

一

食十女
几 一儿

。

器
一

人 儡歹 “
一

聂
‘一 。

。

器
十 、 。

蠢
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券
‘

。

一几 一

食
一

十贪
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一

十
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十
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器
十 。

儡歹十 。

备
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几
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器
,

。
。

孟
一

几命
一 。

月
。 。 、

十
一

行了 一

式写 , 厂

口

口夕

且
, 。

十一而止 万

卜几 尸

抓 二 ,

,

二
。

与 ”一崛“ 戈浦夏十浦户十

、。 。
于布

一一 一 七 。

凡
, 会

十

贪
十
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。

命
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竺

一
即

, 。

‘ 。
二 一 亡 。 于笋 十

兀
二

二

。 口 了
,

一七“ ,一石
一

十 一衬
兰

义 八 名
十浮苏十

尸 一
弓

、、了矛

吐
,刀

刀万

刀
十 一石

一

式
扰

月
、。

十 下 万
八 名八 二 ,

, ,

十
一万行

一

十
仁奋

月 。

, 。

月了、‘
、

一一一

, 。 名

十 匕 下 几不

、 环一

‘。

灭口夕

、 典、
,扮一

由〔 〕中 式
,

边界 条件为
。

二八瑞
,

或 。。

风

几了
,

二彻
。 ,

或 功
。

俩
,

。‘ ,

或 “ , 叮 ,

一
。 ,

或 功 苏
,

日
,

或 田 茄

衬。函
︸

山

。
、

十
。

粤
。

了咨

可
、

看到
,

在给定边界条件 的情况下
,

求解方程组 还会遇到数学上的困

难 下面找们采用分解刚度法求近似解

三
、

各向异性多层扁壳理论中的分解刚度法

各向异性多层扁壳共有四 种刚度 斌
,

双了 ,

口
, ‘

, , ,

和 , , ,

,

它们之间是有联系的
,

可在 〔 」中 式和 式明显的看到
,

在外载

荷作用下产生横向变形
、

确定临界载荷时或计算横向振动固有频率时
,

一般说来
,

它们之间

又存在着相互联系
。

分解刚度法
,

顾名思义就是将刚度分解开来
,

认为它们之间是独立无关的
,

没有相互联

系 在给定的载荷
、

扁壳形状和边界条件下
,

先按剪切刚度
, ,

城 , ,

及
,

和 几
,

为有限

值 再按
,

为有限值
,

及
, ,

式 , 且
, 二 。,

分别求解横向挠度
、

临界载荷与横向振动固

有频率
,

然后按比较合理的公式 进行综合
,

求得所要的结果
。

分解刚度法只适用于弹性体系的小应变和小挠度的情况一般说来
,

它是一种近似方法
,

其精确度与所用的综合公式以及边界条件有关 本文所给出的方法
,

只适用于扁壳和平板
。

对于考虑沿厚度方向剪切变形的各向异性多层扁壳和夹层扁壳
,

当 , ,

城
, ,

丑
,

和

口
,

为有限值
,

意味着不产生沿厚度方向的剪切变形
,

所以扁壳变形前中面的 法线
,

在 扁壳

变形后仍为中面的法线
,

这样
,

问题就转化为求扁壳的经典理论解
,

这是解的主要部分 为
‘ ,

为有限值
, ‘ , ,

城
,

且
,

时
,

问题转化为不产生弯 曲变形
,

只产生剪 切 变 形 的

平板
‘ ,

意味着不产生弯曲变形
,

为有限值
,

就考虑了沿厚度方向 的 剪 切 变 形
‘ ,

及 ,“
,

意味着在简化扁壳方程中的作用相当于取
二 , 二 ,

所起的作用
,

使一

些有关的项消失
,

转化为平板问题
,

不能理解为 三
, ,

而与 以
, 一 时引伸出 ,

,

对

立起来 因为分解刚度法仅不过是一种求解问题时很有效的近似计算方法
,

已经说明
,

假定

各刚度之间是独立无关没有联系的
‘ ,

和 刀
‘ ,

这两种刚度
,

在本质上类似于两个串联着的弹簧
,

见图 在外载荷 作 用下

所产生的变形
,

近似地等于对
‘ ,

和 及
, 分别作用时所产生变 形 的 总 和 但是

‘ ,

和 ,

这

两种刚度不是同类的量
, ‘ ,

与扁壳在厚度方向的剪切变形有关
,

而 口
,

与扁壳 整 体 的抗弯

性能有关
,

对于边界条件的要求也不相同 公
,

和 及
,

这两者所组成的体 系 的 综合刚度
,

可
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办即

价 了、 七月 乃

八入为
、

一一
二 一

人 、丫一一 户
‘月 , 。 ,, 》

图

形象地设想为与两个串联着的弹簧相类似的模烈
,

由于涉及一些复杂的因素
,

却不能用弹赞

串联的公式来计算它们的综合刚度
,

也无法用复杂的公式来表示它们的综合刚度 两个弹签

串联 以后
,

其综合刚度将小于其中任何一个弹簧的刚度
,

因此在载荷作用下挠度增大
,

总挠

度等于两个弹簧分别在同一载荷作用下所产生的挠度之和 做成的
一

单自由度振动系统
,

其固

有频率 要 降低
, 。

。 。

口矛 。爹
其中的 。 ,

和 。 ,

分别为两个弹簧各自的固有频率 由

‘ ,

和
‘ ,

组合的体系
,

其变形近似地等于
‘ , 即不产生沿厚度方向的剪切变形 和口

,

为有限值时所产生的弯曲挠度 叽
,

加上 及
, 二 即不产生弯 曲变形 和

‘ ,

为有限 位 时所

产生的剪切挠度 。 对于不考虑表板自身抗弯刚度的夹层板
,

一般只涉及
, ,

和 及
, 这 两种

刚度
,

不涉及刚度
‘

和
‘ ,

所以夹层板的横向挠度 。 二‘ 、二

在夹层板的横向变形中
,

几
,

和
,

对产生变形是有藕合影响的
,

现将
,

和 口
,

截 然分

开
,

不考虑它们在产生变形时的棍合影响
,

所以 功 , 。 功 ,

不能严格地成立
,

但可得到良好

的近似 【 」中第九章指出
,

对于边界简支的多角形夹层板
,

轴对称变形下的圆形夹层板以

及其他沿厚度方向的剪力
,

认 是静定的夹层板
,

此公式严格地成立 对于用 分 解刚度法

求解夹层板的临界载荷与固有频率
,

亦是这样的情况

关于夹层板的临界载荷和固有频率的计算
,

可作如下说明 由 于
,

和 几
,

的 综合刚度

比
才 , 和 中任何一个都要小

,

所以临界载荷与固有频率也比分别计算时要小
,

由于
‘ , 和

‘ ,
的综合 冈度在木质上是按 串联原则综合的

,

因此临界载荷和固有频率按下式综合

干一 十 一 了 污 六厂一

,
,

,

一乙 。
一

十 一万石又

式中
,

和 。 ,

和 。 分别为
, , ‘ ,

为有限值时和 几 , ,

在
,

为有限值时算得的临界载荷与固有频率

在扁壳结构中
, ‘ ,

和
、 ,

之间的关系
,

和夹层板中这两者间的关 系相同
。

八
、 。 、 、 , ,

一
。 , 、 「 ,’ ,

阴

在
·

五
一

父甲
,

与 认
, ,

囚刀 叼二 , 叼 ,

厘刀有 民但
,

以安水
,

弧十 一百死 ,

‘ 留
一 ”,

即

功
二

一留
,

九

这就是 假定二等

口夕

中第三
、

四式代入第五式得

、
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由 和 式以及下面所给的边界条件
,

叩
一

可求解经典理论的横向挠度 。 , ,

临 旱

载荷 和横向振动的固有频率 。 ,

边界条件 在采用 假定时
,
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。
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之

, 功 , 一

而 二 , “ ·

“
, ’“ 二风

、, , 口功

日才

, 。

八瑞
, “ ,

二瓦 ⋯
‘夕

,

一 毋 ,

瓮一 。

瓮
一 。

, “。 反。。

丫

, ,

一八厂。 ,

,

从

。 , ,

自由边

。

风
,

戈
,

风
, , 。

二丽
, , 。

十
,

口
口

。

在 式中
,

所用记号与文献 〔 」相同

为了探讨分解刚度法的综合公式
,

由 和 式消去
。
和

,

导 出仅 含 二 的

方程
。

由 得
, 一 。 , ￡ 一 ￡ 叨

, , 一 全 。。

￡ 一 , ,

￡ 切

将 式乘以线性算子 一 全
,

然后将 式代入得
, ￡ 一 关 。 ￡

、
￡ 一 、 关 关 关 」。 一 口 ,

记

厂荟
、

关 一 。 ￡
,

￡
, ,

￡ 一 , ,

关 ￡
·

因 式的右边仅与 斌
,

双
,

有关
,

所以在 ￡
。
的右上角加上 由 式可以看

到
,

￡ 分别与
,

城
,

和 及 有关
,

也用 ￡乳 和 ￡梢分别表示之

￡、一 〔
,

芬
。 口

口义 里尹
。

飞

口义 口夕

。。
日

口 万
十 ”

马 “

日口

口

日刀

￡、一 贪 食
。

一 衬
竺生一

十
八

鄂
一

潞

凳
处

影

一

全
一

、

贪

, 。 。。

、
十 一衬

竺

十
一一五 一二

几 李 〔里 , 了

口

口 口 尹

。 。

自
一

言 十
一 矛厂 片

二

亡〔岛
仄 , 扛

书
八

书 ,
几凡呱式

, 。

十 万 育
一

八 , 八 , ,

记

￡荟石一 , , 一 梦

则由 式得

￡浮” ￡空誓 ￡母
, 。 ￡

” , “

当计算横向挠度时
,

阴
、 、

“‘一“
·

十 一

而 十
一

万
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当计算临界载荷时
,
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叨一忍厂气一夕口一口
刀

, 了 。

日 切 、 了 。

口 艾一二 万
一

十 艺 共。

口 一

日 功

日工日夕

当计算横向振动固有频率时
,

「
,

日
口 , 百二飞

试

口
十

,

不了歹

梦

护叨

一 不二厄
口‘

当
, ,

为有限值
,

浅
,

且
,

时
,

由 式得

￡母叨 , 二

式不能 由 式得到
。

因为由 和 式的三个方程化为 式时
,

对

式乘了 , 一鱿
,

现在 , ,

从 一 全
,

不能作这样的运算
,

因此应
一

亥只 用
,

式

推得 式
。

由
‘

式结合边界条件
,

可算得在广义载荷 ,作用下
,

经典理论平板的 。 门 , 。

和 。 , , 。

当
, ,

和及
,

为有限值
,

几
了

时
,

由 式可得

￡套刀 ￡普梦。 ￡ ”口

结合边界条件
,

可算得在广义载荷 作用下无矩理论扁壳的‘翻 , , , , , 和 。 , 。

由于
‘ ,

和 减
, ,

且
,

之间在本质上是并联的关系
,

见图 因此
,

对于经典理论板壳
,

有

‘。、
,

一 一 一一
气阴 。 气之刀

, 。 , 。 二 ,

。 圣 。 启 。〕 三

现在考虑扁壳在沿厚度方向剪切变形的影响 当 已
,

为 有 限值
,

瓜
了 ,

斌 ,

时
,

由 式

二

二 ,

、

二 ,

鲁
”

器

器
十几势

一

”
一

“ ·

普
一

器
十“邹

一

箭
一

势
一

二 ,

二
口必

、

‘。
,

石歹
十从

。
‘

箭 从
。

器 会
当 。

,

因
, , , 。应为有限值

,

所以要求

擎
二

蒸一瞥
一

擎一 。

口劣 夕

令 鲁

穿 鲁

﹄
刀一泛刀一声勿一戈气一澎一口澎一口少、万,。厂了盆公

,

诀

一一

、口口又厄

‘
认认
口口劣劣

勺勺门门叼 ,

将 式代入 中第五式得
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。 户
、

口 功
, ,

一 、

。
、

日 。

、七 十七 ‘ 。劣
一

气七 。 七 ‘ 月萨
。

由 式及相应的边界条件
,

切 , , 。和 。
。

因此

。

可求得不产生弯曲变形只产生沿厚度方向剪 切变形 沟平板的

, 山 、 ,

飞从
,

而
‘ ,

厂 十 呱 石

众
。

一击
一

君
考虑到瑞

, ,

且
, , , 和 ,

,

这 四种刚度之间
, ,

和从
,是串联的关系

,

它们两个的综合刚 度 与
‘ , , ‘ ,之间是并联的关系

,

见图
。

用 式中的 山 , , , 〕和 。 县。
取代 式

《 口 宁 户

一叮汀
一

‘ 门 州、尸丫 一 —

,

、八 甲 、 一 尸

月小
, 刁 一, 一 户

图

中的 切 ,

刀
。

和 。 石
,

则最后的综合公式为

、‘了百

、 功 ,

一

赢
式

,

、十游 、

。

描万
一

云

, ,

。 且
。

对于各种特殊情况
,

可以参照文献【 作出相应的简化

对于四边简支的各向同性夹层曲板在横向载荷作用下的挠度问题
,

在轴压下的稳定问题

和横向振动固有频率的问题
,

经过计算表明
,

在考虑拉伸刚度 的同时
,

如将两块表板对 自身

中面的抗弯刚度 亦看作是与夹层板的剪切刚度 和弯曲刚度 综合后的刚度相并联的
,

见

图
,

采用和 式相类似的综合公式
,

在选用挠度函数。一肠 ‘

坚 竿时
,

保 留

纵横向的半波数
, 。为待定数

,

则用分解刚度法算得的、 ,

刀
。 ,

和。的最后表达式
,

与采用文

献【 〕中第六章的公式所得的精确解完全相同 这

说明综合公式 合理地考虑了各刚度之间在本

质上的串联并联关系
,

是比较精确的
,

在曲板问题

的一定场合下是精确解 因此
,

我们估计综合公式

给出的近似结果是良好的
,

今后 用数值计算

来表明这一点
。

〔
’

力

尸

巨一
八灯心‘

艺 户

图

对于稳定问题
,

应将失稳时在刃
,

方向的半波数
,

川乍为待定值
,

在按 式综合
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后
,

依次取
, , ,

⋯ , , , ,

⋯
,

算 出临界载荷的最小值 对于横向变形和固有振

动频率
, , 。的数值一般容易确定

。

如果已经算得了或从手册或其他资料上查到了 , , , 。 ,

和 。 , 的值
,

不想 分别计算
。 ,

刀 。 , 。 和
, 。 , , , 。 , 。 , 。 ,

则可采用比较方便但精度较 式略差

的第二种综合公式

、,扭户
山 。 。

、 ,一一
,

了五 , 二 了 元了一 飞
,

气
,

一

井一
一

兴
不了 二

务口一 气口 气口 云

其中 。 , ,

和 。 和 式中采用的相同

从 式可以看到
,

它采用了
‘了

和且
‘ , ,

尽
,

先并联
,

然后再和
, ,

串联的模式 见图

可以证明
,

式给出的结果与 式给出的结果相比
, 功偏大

,

和。 偏小 在工程

设计中
,

这偏于安全
,

因此也可以采用
。

本文承蒙胡海昌教授审阅和指正
,

深表谢意

参 考 文 献

王震鸣
,

刘国玺
,

吕明身
,

各向异性多层扁壳的大挠度方程
,

应用数学和力学
, ,

, , 口 从 , “ , 考, “ ,

中国科学院北京力学研究所固体力学研究室板壳组著
,

嵘夹层板壳的弯曲稳定和振动 》 ,

科学出版

社
,

, , ‘ 户 ‘ ‘ ,

一 宜
一 一

‘ , ,

‘ , , ‘ 夕

, 一 〔
,

仁 」
,

, ,

七 ,

五

以 ,卡 爪


