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伴随变分方法在液体表面张力

不稳定问题中的应用

徐 硕 昌
中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文应用一次近似变分直接方法 对于旋转液体柱
、

柱形液体环
,

柱面 内外液

体膜等各种情形的表面张力不稳定问题作了统一 的处理
,

得 到
“

柱芯一液体一液体一柱

壳
”

系统旋转运动稳定的充要条件
,

使以往的研究结果均可作为特例导 出 同时阐明

了旋转不稳定的物理机理
,

澄清以往研究中存在的一些争论

一
、

引 言

在十九世纪七十年代
, ,

就开始研究这一课题 〔 近二十年来
,

由于化学

工程
、

造纸工业
,

摄影和电影技术等的需要
,

促使这一课题的研究迅速发展 许多研究者研究

了液体柱包括旋转
、

固体芯
、

固体壳和多层液体等因素作用下的表面张力

不稳定问题 『卜川 文献 〔 概述了这一课题的实际应用

上述研究汇一 都是用简正模法处理
,

由于必须具体求解本征值问题

才能得到稳定条件
,

所以一般只能考虑简单的模型
,

有的工作是用摄动

法
斗 ,

, , 处理大雷诺数和小雷诺数情形 有的工作〔, 直接进行繁杂的

数值计算 在文献
,

中应用伴随变分方法处理本征值问题
,

可以不

必具体求解本征值问题
,

即一次近似变分直接方法 在本文中
,

我们将应

用这一方法
,

对这个问题的普遍情形作统一的数学处理 如需求不稳定

模式
,

本文的变分原理将提供变分直接方法的基础

本文处理的模型见图 中心是无限长半径为 犷 一 口 的固体柱芯
,

外

部是一同轴柱壳 半径为 ‘ ,

其间充满两种不可压
、

粘滞液体
,

分界面为

的柱面 区域 。 的 内的液体密度
,

压力和粘性系数分

别为
,

介
, , ,

八 ,
·

区域 ,
·

。 内液体密度
、

压力
,

粘

性系数分别为
, ,

脚 ,
·

两种液体之间表面张力为 整

个系统在平衡时绕对称轴整体旋转 这个模型似乎是液体射流柱的稳定

问题和两同心圆柱间流稳定问题的藕合 这个模型和以前研究模型的比

较参看表

。

小

比︸表
」

胶、·
夕﹁州门勺厂一

、

一

卜
。

州
“卜

卜占月

图 “柱芯 一
液体一液

体一柱壳 ”模型

。 固体芯 , 。

区域
, 犷 ‘

区域
,

‘ 固体壳

本文于 年 斗 月 日收到
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对于
“

柱芯一液体一液体一柱壳 ”系统
,

我们得到其整体旋转运动稳定充要条件为

〕
。。,

一 。 口吕占
,

左
, , , 一

其中 为表面张力
,

友
, , 为轴向和周向扰动波数 这个结果总括了表 列举的结果

二
、

基本方程和本征值问题

我们相对以 口
。

整体旋转的参考系来处理图 所示系统的表面张力不稳定问题

在旋转坐标系下
,

不可压
、

粘滞流体运动基本方程为 文献 【 第 章
、尹、,‘、了、‘·

口 ,

。

粤 。。 又 。 一 。二 生 。。 火 , 二 一 卜
,

其中
, , 口 分别为液体的密度

,

压力和速度
,

为矢径
,

为单位张量
,

为粘滞应力张量

在两种流体交界面上边界条件为
、、,
矛、、了
‘

、少什一、
、了、
叭、了‘、口

·

一 口
·

, 一 , 丢十 勃卜
。

·

一 ,
。

、 找 找 ,

, 一 二“ ·

。 一

其中 为分界面外法向单位矢量

在固壁上边界条件为
口 一

图 所示系统平衡条件是

在区域 口 犷
的

、

,
夕、、

‘了、了吸
︸

几护口卫‘龟‘‘,

户 如 ,

一

在区域
犷 ,

户。 一

, 口合

口吕
,

当 , 时
,

、、、夕︵日且曰且了、吸、
。, 一 。

下

假设系统发生小扰动后
,

区域 和区域 中液体的扰动位移分别为

夸, , , 省, 口‘ “ , 人‘ ,

省, , , ,

省, , 厅‘ “ , 日 友”

以下所有物理量按欧拉变量描述 将上述方程组线性化
,

并将扰动速度
、

密度
,

压力均用

省表示
,

得到本征值问题 记为 如下

。 ,

夸, 。口。 考, 一 拌 套, 一
,

考, 一 口 占票

,
·

去
‘ ,

丛
。 ,

, , 。 省
, ’ , 内乌 若“ 一 「产 夸“ 〕 一 , 八 夸, , 一 口瑟二

,

甲
·

套
, , ,

套‘ 口 一 。,

一
‘ ,
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若,‘ 。 ,

杏二占 杏 , 占 蜜
, ,

,
、

省工 一 , , 。、
一 。、 。 , 一 。 丝共」、飞

“
一 ’ 一 ’

一
“

夕 」」
·

拜 ,

省‘ 一 那 省“
· , ,

那 ,

省, 一 群 杏“
· , 火 ,

一

口多

省
了夸各、」 毋二

—
、

— — —
犷 日

口 了编、

—
、
—犷

。

厂 豁
‘ 龟 — —

普豁

一
〕一

—

生 旦互兰 坐二 旦垦

,

鱿 、 晶 显
一 「

—
厅

—
勺一

— —日
,

旦兰 十 鱼全
口 口尹

卫丝 旦兰
夕 之

其中
, , ‘ 一 , 省

,

和 二‘ , 一 , 省, , 分别为区域 和区域 的粘性应力张量
, 户,

省, ,

九 斟
,

为扰动压力复振幅

问题 是一类非 自伴随本征值问题 如果 。 ,

夸
‘ ,

省
,‘ , 产,

若
‘ , 户 夸“ 是 的解

,

则
。 夸

,

扩
‘

亦是解

三
、

变分原理的一般形式

下面将按照文献 〔 中发展的一次近似变分直接方法来处理本征值问题

伴随本征值问题 十

、产、少
产、、、、、
、

,
,

勺︸,连︸气少护八勺只,‘,‘,‘,乙,‘勺乙,︼了、了、了、、、了叮、‘、。 , 。, ”, 一 。 。上 ”, 拜 ”‘ 一 一 口 , 勺‘ 一

,
·

” 一
,

。后 恤
。 ,

。 , ”“ 一 〔。 口。 ”“ 群 刀, ,

·

甲 一
,

刀‘ 一 。,

, , 。 ,

刃弄 一 刃 ‘ 刀,

乡 ,

。 , 一 。 ,
· 。。 一 。。 。“‘ 一

·

【那 , 刀‘ 一 拌 刀“
·

挤 ,

产 , 刀‘ 一 拼 刀 ,‘ ·

挤
, ,

一
户 刀 , ‘ 一 ,

·

。名二
,

恤 岛 ,

口

、 丝共卫、一 。 ,

‘ 」

其中 才 一 ,

由表达式 将 夸置换为 ”所给出 问题 和 十 具有明确物理意

义 如果 对应右旋系统
,

则 十 对应左旋系统
,

两个本征值问题性质相类似
,

按照和文献 「

相同方式
,

可以证明两个本征值问题具有相同的本征值系列
,

即 。 , 一 。。 ,

变分方程

设 才
,

甲
‘

对应本征值 。 为问题 十 的解 以 甲 标乘 式
,

然后对
,

积分
,

利用
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一

一一,

式可以得到
。 一‘ , “了 。 。 “。

‘
·

。“
一

,
·

二 。 ‘ 〕、·

·“““,
’

”,恤 一 一 。 ‘””,“
·

其次
,

以 甲
, 标乘 斗 式

,

然后对 积分
,

利用
,

式可以得到

一 一
·

, 、· · 。。 “ 。

‘
·

, ‘

一
,

·

〔 ‘ , ,“·

,

,
·

“‘“,
’ ·

”票
‘

其中
, 占 为 的圆柱面

,

丛 、 一 。 。 、

口
了

将 和 两式相加
,

应用高斯定理
,

并利用 和 式导得变分方程如下

。 言
, ,

杏“ , ”, , 刀‘,

一
干一 叮扩

, 又考
‘ , 刀

‘

又右“ , 刀以

”, 梦 套
, , , ”,‘

十 虹红业赞邀里王

· 少 “
, ”‘

, 梦 ‘
, , ,

一
于

一 。, , 。
卜

, 工 , , 工工 卜 。。砰 。
,

卜
。丫

, 。

卜
。二

, · , ·

〕 ‘

其中 ,

夸
, , 刀‘ 一

、盆、,、,产、、产一今尸,,,今、,
护了、了、
、
了、

、

、

。。土‘
’ ‘

”‘ ‘ ’

一“
‘

’

”““
’

。 口。 只 省
,

·

刀 , ,

︺户卫‘卫胜召

几厂
丫

几
︵

几
几创‘︸

、产、了

甲刀夸,‘

梦 ,

夸

梦 省‘, , 刀“ 。 口
。

套“
·

刀 ,‘

群、
夸‘

·

”‘ 了

﹃

几

一中 ,

省
‘ , ”‘

、声、少、,
了、了︺,,‘,‘连连份、叮、厂、厂、群 夸,‘

·

”“ 口 ,

‘‘‘︸
几

‘︸

一
一一中 省

‘’, 刀“

占冰 杏
, 刀二 疏票

·

术恤 介

占 夸‘ , 刀‘
斌夸黔

·

刃
户

了 ,

产产‘广︸几几
﹃‘州 ,,电︸

乡占 ,

夸
。 , 刃 。二

犷 ·。

一
““‘ 一 了 趁 二二、飞、,

‘

了
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设空间 少 由满足下述条件的 招 扩
,

甲
,

夕
, ,

甲 , 构成 扩
,

寸 为在 丫 ,

上有定义
,

且

满足
·

夸‘ , ·

刃‘ 一 。 和 省
‘ , ”‘ 的二次连续可微矢函数 套

, , , ”“ 为

在 上有定义且满足 甲
·

护
·

寸‘ 和 护
,

寸 ‘ 的二次连续可微

矢函数
,

这样我们就将本征值问题 和 十 变为定义在函数空间 中上的泛函 招 的变分问

题
,

下面将予以证明

变分原理的证明

设 夸, , ”‘ ,

省
‘ , , ”,‘ 的变分为 跨

, , 占”‘ , 占省‘ , , 占勺,‘ 满足 省, 占夸‘ 〔中 , 勺‘ 占”, 〔中 ,

杏
, , 占杏

‘, ‘ 中 , ”“ 占刀 , , ‘ 中 由泛函 哪 取极值导得

一 。 夸
, , ”, 省

, , , 刀‘, 梦 ,

省‘ , ”, 梦 省
,‘ , 刀 , ,

少 杏
, , 勺‘ 必 夸

,‘ , 刀 , ’ 占

一 。。一‘ 。。“。
‘

’一 “ 土

‘
’ “十 甲 ” “ ’

, 斌杏丛
。 ,

乍。, 下、公

。一‘ ·正 。。“。

“
’ 一 , 。 “ ”” ” “‘

’

·“ , 努
二 “ , “,

〔
” ‘”一 “ ‘”

, ‘
·

一
·“乡一 了 ‘

宁 卜

一〔 ‘ , 一 ‘ , 一 〕
。, “ ,

一 。 ,

一。。。,“ 。 , 二 , , 〕 二 , ,

端刃 丛
。 ,

不
。夸

‘、,

一仁 “。 ‘ ”’‘

, ” “ ”“ ’

·“‘“货
二 “‘‘·

〔
”‘

, 一 ”‘

, 刀·

一
,““‘ 一 了 “

守
一

一。。 , 一 , ⋯〕
。, 、了 一

利用变分法基本引理 文献 〔 〕卷 第四章 由。 式得出结论 由泛函 武似了 取

极值能导出本征值问题 和 十 的解 反之
,

问题 和问题 十 的解使泛函 武令 取极值 这

是一个非线性泛函的固定边界和 自然边界的混合变分问题 变分方程 提供了近似计算本

证值和本征函数的变分基础
,

同时也是分析本征值实部符号的出发点
。

本征值积分关系式
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在变分方程 中以 斟
,

扩
,

代替 甲
,

甲 , 得到本征值积分关系如下

,
, 。 ,

毋 , 少 、
一

—
一 、望 气 甲 , 一

—
夕

、、、、了、、产什一、少产卜份连连月了、百、了、

其中

价 纷

, , 一 。‘

, 一 。

‘

巾 红
’ 一 , , 。二

, 十 。二 十 。。万

·

省
‘ 己, ,

·

省
‘, ,

梦

少

少 ,

。 口。

夸
, ·

夸
, ,

户。 马 夸
,‘

·

杏‘ , ,

、

、了、,
矛、

、夕、、了、、产,︵日︸,,‘月月份曰今一,一、夕受少了、了、、了又、工 热 药
·

省
‘ , ,

中 一

舀

占

合
, ‘”

,
·

“‘ ‘”

’“
,

·。、
· ·

努、
,

犷口 舀二,
·

杏,
’

—
“ 百 ,

‘︺产盆吸,︸‘︸︺尸毛吸吸,‘产胜几,、甘产︸补
︸︺几
﹄‘

几几尸︺产几
口︺︺月矿产,︺广‘,月万,

。砰
,

一 。
, ·

, 。。 一 。。 。 , 一 丝业二 、、了

少少 走
一

‘

类似文献 〕
,

可以证明由变分方程 和 斗 确定的本征值具有一一对应的关系

方程 。斗 实质上相应于能量积分
,

其各项具有明确的物理意义
,

表示扰动动能

毋 , 毋 形式上对应 力的功 梦 , , 少 簇 少 , , 少 ,

是粘滞耗散功率 占砂
,

占砰 是势能变化率 占 ,

是表面张力做功的功率

系统旋转运动的稳定判据

引理 设 亡 十 。 和任意实数
,

则
一 一 。 士 了

, 一 ,

卜
。 士 了

。 , “ , 口

利用引理
,

由 式可以得到如下稳定判据

定理 如果所有本征函数 护
,

护 满足

” 一 ”砰 ” ”砰
,

一 , ““努
“,

·

, , ,
·‘· ·。

赞 票
·

“,
·‘·

·

。
,

,产 。。, 一 。。 。 占一 叫二 、干、, ,

一

‘

了

则系统运动是稳定的



中 国 科 学 辑

证 如果系统运动是稳定的
,

则所有本征值实 均小于零 用反证法 设存在某本征函

数 虱
,

省
,

使 占砰 吞砰 占邵 占牙 在引理 中
,

令

少 ,

夸生 中 省 、 。

。

一
, 毋 ,

夸戈夕 梦 夸犷
,

, 一 省飞 占
·

”邵

根据 式可知相应的本征值 八 满足 。 ,

这和稳定假设相矛盾

定理 如果至少存在一对本征函数 梦
,

护
,

使

占砰 占 十 占 舀评
,

则系统运动是不稳定的

证明类似定理

定理 如果
“

柱芯一液体一液体 一柱壳 ”系统中二种流体密度均匀

丛 一 恤 一 。、
,

则其整体旋转运动稳定充要条件是

纽‘ 纽 〕旦丝
左

, , 。 , , 一

在 式中柱芯半径和柱壳半径均不 出现
,

而且稳定条件不依赖粘性系数 所有在表

中列举的结果都可作为 式特例

四
、

旋转液体表面张力不稳定的物理机理

惯性离心力引起的
一

不稳定

定理 给 出的系统整体旋转运动稳定充要条件 式表明
,

旋转引起的惯性离心力的不

稳定作用可类比
一

不稳定 将 式和文献 中 式相比较
,

取重力加

速度 离心加速度 瑙
,

这两个稳定临界条件正相当 密度沿加速度方向增加

起稳定作用 否则 。 起不稳定作用
·

定理 ‘ 中的稳定条件争
,

瓮 也 可 按 这

一不稳定机理解释
、 力的稳定作用相应于

“

涡丝的稳定作用
”

从本征值积分关系式 料 可以看出 梦 , , 梦 对应 以 力的贡献
,

当考虑液体粘性时
那 、 , 群 铸

,

力不影响稳定临界条件 当忽略粘性时 拼 , 一 群 一
,

由于 叫
,

鲜 。,

此时稳定条件是 梦 , 十 叽
“ 一 十

·

占 ,

故 力有稳定作用 对

于 力和粘性的这种相互作用特性
,

我们已用
“
涡丝稳定概念 ”解释了 〕

粘性对旋转液体具有双重作用 一方面具有通常耗散扰动动能对扰动起衰减作用 另一

方面使 力稳定作用消失间接起不稳定作用 据此可以澄清以前工作中出现的一些争

议

提出〔 , 为什么
, , 。

兀
, ,一。 ‘

为表面张力临界稳定值
, ” 为运动

粘性系数 他解释是表面张力和粘性的相互作用是错误的 因为 力在 , 时有

稳定作用 在 , 笋 。 时无稳定作用
,

故
。

、 乙
, 一。

这种情形在不考虑表面张力的问

题中也存在
,

例如 椭球无粘性时 。 是稳定的
,

而有粘性时反要求 。 。 夕
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才能稳定 粘性反减小了稳定区域
,

起了不稳定作用

为什么对于轴对称扰动
, ,

、 一 乙 一。
这是因为对于轴对称扰动

,

无论有无

粘性
,

力均不起稳定作用 事实上
,

对于轴对称扰动
,

套 , , 一 夸
, , , , ‘互 , , , 登

, ,

易证此时

。 一 。 “ 。

‘,
·

““
一

,

即 力不起稳定作用

考虑外部介质发现表面张力临界值精确地二倍于被 忽略外部介质时

所得的值 对平面扰动情形 仅 一 得到

会
“ 。’ ”一“

、

笋 —

而 〔, , 得到
, ,

粤
,

下石件
“ ,

侣
。

认为这是由于外部介质所致
,

并不是问题实 质 所

在
·

事实上 岁〕 也得到 丘
。, ,

笋 —
, 当没有外部介质也是 生 而且本文 式

也得到 乙 ’斧
。,

、。

一
, 一 口吕右

、、 生 问题实质是
乙 ‘

护 — 盯
, 力有稳定贡献

,

而其他三种情形
, 此 力没有稳定贡献

,

这一事实 解释为外部介质作用似乎不妥
,

实

质应是 力有无稳定贡献

表面张力的不稳定作用

由稳定条件 式令
, ,

就得到旋转液体柱的表面张力不稳定的条件 对于所有非

轴对称扰动 阴 异 情形
,

旋转柱是稳定的 只对轴对称扰动
,

当波长大于截面圆周长时是不

稳定的 对于无柱芯情形 “ 一
,

最早发现这一结论

根据定理
,

当两种液体密度均匀分布时
,

稳定充要条件是

。、
,

一 二 一 一 。。 。。占一

性尸
‘

·

,

了

式第一项对应离心力势变化
,

第二项是表面张力的贡献 而 由表面张力引起系统势能变化

正比总表面面积的变化 对于波长大于截面圆周长的轴对称扰动使表面面积减小
,

故不稳定

反之其他方式扰动使表面增加
,

故是稳定的 由附录 一 式可看清楚这一点

五
、

结 论

本文处理的
“

柱芯一液体一液体一柱壳 ” 系统的表面张力不稳定问题概括了这类问题的多

种情形
,

具有较大普遍性
,

所得稳定条件 可以导出表 内所列举的结果

对于旋转液体的表面张力不稳定
,

粘性具有两重作用 一方面具有通常耗散扰动能量

对扰动起衰减作用 另一方面使
、 力稳定作用消失间接起不稳定作用 阐明粘性不稳

定作用物理实质就使以往的一些争论得以澄清 这种情形类似平面平行流稳定问题中粘性不

稳定作用那场争论

本文导出的稳定充要条件对于文献 、〕列举的各种实际工程间题具有指导意义 对于
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一些实际问题还需考虑重力的影响
, , ,

另外非线性效应尚待进一步考虑

这项工作是作者 一 年在力学研究所 室工作期间徐复同志建议的一项课题山

在此期间
,

作者得到徐复同志的具体指导以及亚困教授的关怀和指导
‘

”。年
,

作者重新

考虑这个问题得到谈镐生教授的指导 在此
,

对巫囚教授表示深切的悼念 对于谈镐生教

授和副研究员徐复同志表示衷心 的感谢

附录 边界条件的推导

假设两种液体交界面 , 一 句 在扰动过程中的曲面方程具有形式

二 右 日 , , , 。 , 一

由此计算得

口

万万一 火 花丁
口

, 气二

—臼 口君

自 ,

吞 口

雪
弓 口 一

一
‘ ,

劣

一

分界面法向速度连续条件为

雌 】
,

言‘ , ,

一

根据分界面运动学条件

一 , 吸 盯

名 ‘ 曰

一斗

以及 一 , 一 式可以证明
, , 一 占, , 。 , 二 一 彭‘ , 夕, , 毖 ,

故分界面方程具有形式

一 言
, , , , ,

分界面动力学条件由 , 线性化而得到 扰动后分界面面积

一

一

、一 二
。 ’

‘一 二 ’‘“‘·

一

二
。

丁
“

了卜 。
,

器
’ ‘

鲁
‘“‘·

一

几芡
’ ‘ 一 “

, ‘

丽告骊 鲁
’ ‘

恰
’ 、。、二

分界面面积的全部改变为

“ 一

丘侧
一
含

一
鲁

一
参器

一

鲁孙
‘ 一 。、、、

一

一

另一方面 文献 式
,

、、声了工一,一净

一赶‘一

。 一 。 “ ““
护

故

贵
十

以平衡条件 夕 一
, 一 , 一

弓
人

一 夸
,

夕 ,

口 夸
, 口,言

,

夕 万

尸

一

式代入方程 , 和 , 得动力学边界条件

“ 一 “ 十 “ ‘ ’一 “ ‘ ’““““
,

一

除 春鲁 鲁 」
二

, ·

〔
, 一 ,‘ · ,

一
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, 一 二 , , · 。 , ,

二 一

以 式给出的扰动形式代人上二式
,

即得正文中的 和 式

」
〔

「
「

吞

」

〔 」
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