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圆 柱 壳体的轴压 蠕变屈 曲

李 国 深
中国科学院力学研究所

提要 在蠕变分析中
,

本文提出了比应力一应变方法 利用相似性
,

一族等时应力一应变曲

线可归结为一条无量纲的比应力一应变曲线和相应的等时模量与时间关系图 解出比应 力 值

后
,

可以或是给定载荷确定临界时间或是给定时间导出可承受的载荷 分析了圆往壳体的轴

压蠕变屈曲 理论结果与已有的实验相符良好

引 言

对于蠕变屈 曲中临界时间的确定
,

现有两种意见 例如
。

即 产 , 等是从经典意义

的屈曲准则出发给出结果
,

而 户 〕则从有初挠度或预变形起始计算变形达到极限的时

刻 实验表明 一 ” ,

以上的分歧可以统一地解释为 前者代表结构按经典意义产生屈曲的

时间
,

而后者常是变形达到极限时的破坏寿命

利用等时应力一应变曲线 的几何相似性
,

文中提出了用无量纲的比应力一应变曲线

做蠕变分析的一个方法 在符合曲线相似性的范围内
,

可以或是给定载荷应力导出临界

时间或者给定时间推算所能承受的应力 蠕变屈曲的判据
,

仍延用经典的准则

本文分析了轴压下圆柱壳体的蠕变屈曲 计算了屈曲前是无矩受力和有预变形的两

种情况
,

与有关的实验
‘ ,

”相符良好 尤其是在考虑了预变形时
,

可以预测到随半径一厚度

比的增大所将 出现的非轴对称型的分叉屈曲 解的趋向与实验一致 此外
,

还分析了初始

挠度对壳体蠕变屈曲的影响

一 蠕变的本构关系和屈曲准则

曾提出
,

将相似的蠕变曲线转换到应力一应变关系图上可以得到相似的等

时应力一应变曲线族 所以应力 二 、

应变 “ 及时间 , 的关系式可

表示为
。 甲 。 习 功

事实上
,

中的 “ 不仅是第一
、

二阶段的蠕变而且可以包括

瞬时的弹塑性应变 如图 所示
,

在相同的应变下
,

任意两条曲

线的相似条件是
五

, 飞

处 ,
一 常数

在直角坐标系中
,

塑性形变理论的本构方程为

本文于 年 ‘ 月 日收到
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, ,
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石

, 口 , 占‘ 梦 ‘ ,

其中

叮灸走 丙 十 处 十 几
, 占‘

了一 —
落矛。

式的增量型式是

“ ‘, 一
言

〔‘ · “口 ,

一
“『 “矛, , “梦“￡, 梦 ,“ ,

其中

主 三
厂 厂

一 、
, 。二 一 立丛厂互 一 二、

氏
, 百

应力强度

氏 一 了
, , , , , 。几 一

, , 占

几
立

、占 , 、,

几

并由此可导出应变强度

八 二 , 。、
七‘

一

—
个 望 , 几

刀

、、 ,

分别为割线模量与切线模量

由上可见
,

在一族等时应力一应变曲线是几何相似的条件下
,

若将各应力一应变曲线的

纵坐标除以 自身的等时模量 如等时的弹性模 最
,

可导出一条无量纲的应力一应变曲

线
,

以下称之为比应力一应变曲线 计算时
,

采用比应力 。洲 和比模 量
、 ,

就

可以推演出在整个曲线族上的结果

由于各等时应力一应变曲线上的等时模量值是时间的已知函数
,

求出比应力后
,

就可

以根据确定的时间定 出相应的等时模 量
,

从而得

到实际的应力值 反之
,

有了实际应力也可以根

据比应力值
,

利用图
,

导 出对应的时间

以下分析蠕变屈曲时
,

将经典意义的屈曲准

则引伸到载荷一变形一时间这一函数空间内
,

寻求

产生与原有解不相关的另外型态的解的原点
,

即

屈曲点 也就是从等时载荷一变形关系中求解极值

点或分叉点 采用了比应力一应变方法后
,

就将一

族载荷一变形关系压缩到统一的无量纲的曲线上

只 生
图

、‘,

二 圆柱壳体的屈曲方程

在正交坐标系下
,

圆柱扁壳的基本方程可分别列出如下

平衡方程

屈曲前
,

在没有横向载荷时
,

是

叽娜
“ , 。 。 , , , 留 留 ‘ , 。 。
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屈曲时
,

从
, ,

占 。 , , 。 , 。 , 占 。

, 、
, 二

, 。 , 十 。、
。 。 留 ‘ 。 , 一 。

。、

夕
,

下标重复表示连加 瓦 , 是曲率张量
,

在圆柱壳中 吞二 一 。 下标

前的
,

号表示在该下标上的偏微分
, , 。是初挠度

比应力一应变关系

在平面应力条件下

由 式可以得到
,

在屈曲前

其中

‘ 。 一 。 ,

剖
十 ,

劲

“

一
‘ ·

合
, 二 。刀占 , 一。, ,

, 一

念
“一 , 一

, 一
号六

一 今 一

令
式的倒置形式为

粤、
百

一 “ 。 , ·

一备
,

中。刀, 、一 】
万

其中
一

二
、 ,

「
,

‘ , 了‘ 一 以 十 ”夕
‘

汇丁 、。·‘ , , 十 ““‘’“了少十
公

一 梦
占。 。占, 。

币
。 , , 一 , 一‘

生 一 ,

、粤
。。 , 。, 。 。“ 。。, ,

‘ 一
占

。。占,

户 ”

由 斗 式可以得到
,

在屈曲时

, “ · ,

一 鲁
其中

一
十

生匀
一

最
一 ‘

心臀
。 ,

一 亡“ 口口

细 一 鱼
,

, 。 一 乃

二 一 斌心, 雌 一 。叱 十 , 轰

应变一位移关系

设
。。 , 。粱

。 ,

。一 占。黔 占 。才



第 期 李国深 圆柱壳体的轴压蠕变屈曲

其中
,

中面应变
。邪一

合
二

, , 一
, ·

, 一 ,‘一 留 ,“ , ,
, · 即 留 , , ,

, ,

一 护。“

弯曲率
。 , 一 留

, 。

中面应变增量

。。黔一
合〔 , 一 , 占 , , 。

一 , 占 留 留 ‘,
, 。占万

, , 留 。 ‘ , , 留
, 。

弯曲率增量

占 。 , 一 舀
, 。

导出方程

利用在第三个坐标方向 壳壁厚度方向 上的级数展开
,

解中的导出方程 设
, ,

几 , , , , 占。 , , 占几 , , 甲 ,

币
。 , , 。 , ,

一 ·邪
,

令
,

碧
, , ·“

·

令
, , 一 , 币浮

, 古 , ·

,
, ,

」

我们可以得到一系列实际求

一 材
。 , 异

’

。 。 吞 。 , 甲“ 币界
,

, 口止、 介 ,

—
,

—
,

, 一 一

无

界
,

五

其中滩 为壁厚 在 中只取到沿
,

展开的一次项

由
、 ,

可以计算壳壁横截面上各点的应变强度
,

如

。‘ 二

厂
。

一

。。 二 一 会
’

,

,
二二 , 一一一 , 犷 宁 万一一一 一下 气一 下一 一 】
又 一 , 少 一 , ‘ 。

豢 ‘一 “ ’ “,

一 二 七去歹

流
一 ‘

刀喃

了瓢在平 黝怀
士

黝
卜

士

黔 卜
士

黔
其中

出在

一 沪 从而
,

利用材料的比应力一应变曲线
,

通过迭代计算
,

可以分别导

、
士

合处的 。 、 。 ,

值及相应的 甲 和 人。。值 取

少

、少
汤一古了夕口币一八几

劝黔
, 。

币界

币
。 , , 一

合
, 一 ’

对于 甲也可套用 式的形式
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在屈曲的瞬时
,

由于载荷是不变的
,

屈曲的起点正是屈曲前的末点 为此
,

在已知当

时的应力状态 氛 , 及相应的 。 、 。 ,

值后
,

可按 劝 式计算 心。 , ,

并取
、卫古压气口,

、尹

一
口一

界

。

界
。

。 , 二

一

含
·“ , , 、,

由于 人 。。不能是负值
,

又 价绍
。 如将 的结果代回 并有

币黔 士 价璐
,

则应取

功界二 一
, 夕界

。 一 。”

将 代人
、 ,

取得

黔
“

。 场、
刀方 尸

十 甲 丛望、
石

多

。口入 一
。行 少些尹

又石人乙
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尸
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·
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又
、,‘产

、 夕

聋

群笼、
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,

钾
儿
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、
、

百八

、
, 、

八全卫
夕一 价拼

‘

戈娜

、
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类似地
,

由 劝 可以导 出

占 粱
·
“

鄂 夕
、

、
占 。口

。 、 厂占对 丫 。

。补 , 。 、瓦更
「

一

丁
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界
, , 占 ,

石八

所需要的倒置形式

占人了

石 煞‘ ,

一 ,
。 , , 。人。、 , 。 一 。。 , , 占

鄂 少

由于对称性质
,

以上 口
邪

、 “
界

、 理 。、。 各自只有 个独立参数
, 。 、 有 个

取应力函数 为
,

令

全一 赞
巴“ ·己

二 尸 一 厂 , 丫占 “ 丫 刀占 ,

外

由前面的结果不难导出屈曲前与屈曲时所应满足 司平衡方程和协调方程

, , 。留
, 。介 一 翁

‘· ,
, · ,

一
少

留“ , 。 , , , 占 。 , , 占

一刹如黝 、黯 娜以臀
, 。 ,

如取 祝箭
。二粤 巾叩 。 , 八 中、 。

卜、。则可以消除这一麻烦 但在主要是承受平面力并采用离散 化 的 数
乙

值解法时
,

可以认为采用 式中的表示式较好
,

以保证中面上的计算精度
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‘二、
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至此
。

在给定的边界条件下
。

联立求解
、

可以给出屈曲前的应力
、

变形

分布 将结果代入
、

中的
、

后
,

可进而分析在相应的载荷下是否存在另

外的平衡状态

三 板壳的轴压蠕变屈曲解

、毛了,
了一

屈曲前是无矩受力状态

如图 所示
,

设屈曲前中面力

刃
二

一 一
, , 万 ,

对于周边简支的曲板
,

设屈曲函数

吞砰

占

其中 。 、 。 , ,

⋯ 当

一 研 , 二

违

一
, 。 ,

扭

夕

乙

了二 刃 万

笼
生三卫

》 二尺 时则得圆柱壳的结果
,

若略去方程中的曲率项可

导出平板的公式 取比载荷 厅 一 厂‘

乃。

其临界值为

圆柱曲板
一 一

二 、 了人 、

拐 一 一 一’

一 二

, ‘ ‘

理 左 。 。

‘

户
、

、 “ 孟‘ 盖

一‘

平板

、, 一 宝 生丫 , , 、 ‘“ 、 ,二 、
二

图

圆柱壳的轴对称型屈曲

。
滩

丫丁
。

扮
, 。
跳 一 “

浅 一 邝
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圆柱壳的非轴对称型屈曲

。 一
人

丫了
跳 簇 一 。

霭
一 气

其中

妻

八、少

一 全、
亡 夕

丛
‘, ’十 丛 一 、卜一 粤 卜

,

亡

‘、、

一一钾

以上结果与文献 「夕 中的类同 比较 斗 匀 可见
。

要使非轴对称的结果小于轴

对称的除非是 中的分母值要大于 斗 中的相应项

疏
。

乳 一 。

忍气斗 于些里一 仁李
卫、

’

, 巴 亡 ‘ 岁 ‘

但这是不可能的
,

因为 。 、 。 ,

值是与应力水平成反比的 下面的计算分析将证明
,

只有考

虑了预变形才能导出低于轴对称型式的非轴对称分又屈曲解

考虑屈曲前变形的轴压简支圆柱壳

屈曲前

由于受力状态是轴对称的
,

因此

从
, 一 “

二

一 一
二 ·

一鲁
一 ”

可以把
, 、

化简 为轴对称的方程 两端的简支边界条件是
留

留 ,

一
二 一 —孟

护 , 男 十 ,

男 十 护 , 立 男 十 二 、男
·

可用五点中心差分求解 计算时采用修改的 一 法逐级迭代

屈曲时

由上求得每级比载荷下的预变形及应力
,

代人
、

并设
「占干 「占 。 ,

。 一 , 一赏
, , 一

、 ‘、

⋯

连同边界条件

、电、八甘八占评

占

。 占才
,

—
一名

口 占

口 一

计算每个 , 值下的行列式值的符号 若在两级加载间出现符号相反则说明对应该波型

下有分叉点 当屈曲前的解已趋于发散而仍无分叉点则说明达到极值屈曲点

结果

对应文献 〔
,

中所给出的两种铝合金圆筒的实验数据和条件
,

按照上面提出的蠕

变关系
、

屈曲准则和计算方法
,

计算了圆柱壳体的轴压蠕变屈曲结果列在表 为了了解

屈曲型态随 尺肠 值的变化
,

对于文献 中的圆筒材料
,

除了对应已有的实验参数外
,

又

扩充了 肠 值加大的三个算例 在文献 中的实验表明
,

当 时
,

屈曲波型 由
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表 , 一 卜 一

会 纂
,

人人 分 叉 屈 曲 极值屈 曲曲 无 矩 解解 备 注注

斗斗 斗斗斗
。

斗一

。

一
, 弓 ,

斗 一

斗
。

, , ,

斗

斗
, , , , 斗 〕

。

斗斗 一

。

〔

斗斗 斗

夕
。

斗斗 魂 弓

。

, , , , ,

苏苏
。

,

。

, , , ,

表 有轴对称初挠度时的

人人 分 叉 屈 曲 极值屈 曲曲 无 矩 解解 备 注注

。 , , , 一

。 。

斗

,
。

轴对称的转为非轴对称的 文献【 中的则是
,

在 肠 知

于 肠 时两种型式的均有 表 中所列计算屈曲波

型与此是趋向一致的 对应表 中前三个参数
,

表 中给

出了具有轴对称初挠度 如图 斗 中所示分布 的算例 结果

表明初挠度对蠕变屈曲也有不利影响

如果忽略 的影响
,

把表 中 接近的计 算结

果转换到实际的应力一时间关系图上 有分又屈曲时取分叉

时没有非轴对称型屈曲而对

图 初挠度 即“ 》入分布图

点应力否则取极值屈曲应力
,

将得到图
、

图 中用虚线表示的情况 其中实线是按无

矩理论 斗 式计算的 比较计算与实验的结果可见
。

随着 肠 的增大计算值将趋于不

安全 从表 中的结果可以判断
,

这主要是受初挠度的影响

总结以上
,

我们可以得出结论
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、、、

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二日已溉己只侧

一 卫 ,

图

斗 ℃ △ 屈曲 ▲ 破坏

一一 ‘之二之忆二二
△乙 人

一一

一一
‘二

一二二亡一 一一 司比‘‘
一一 一 一 一 一一一

一 厂 屯 —
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,,,, 月 白

忙忙忙 一一一一

⋯
逆逆氧吩全书书书 一一
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⋯⋯⋯⋯⋯⋯一一

︵飞悠只侧

图

△ 屈曲 ▲ 破坏 斗一 丝 ,
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比应力一应变方法作为蠕变本构关系的一种描述方法处理蠕变屈 州是可行的
,

结

果与实验符合良好

比应力一应变方法中包括了瞬时应变和第一
、

二阶段蠕变的诸因素而又可把蠕变

计算化 为一般塑性问题 通过一次计算
,

可以同时给定载荷淮测时间或预定时问确定所

能承受的载荷

经典的屈曲准则同样适用于壳体的蠕变屈曲
,

只有计及预变形作用才能说明
,

简支轴压圆柱壳中随 的增大实验中所出现

的非轴对称屈 曲现象
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