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摘 要

本文考虑了竖直毛细管中具有两个自由面的有限长液柱的粘性流体运动 假设流体是牛顿的
,

对边界条件进行线性化后
,

得到了小雷诺数情形下速度
、

压力和自由面形状的级数形式的 分 析表

达式 对水和血液在多种液柱长度下求出了数值结果 分析表明在上下弯月面处有 强 回流 最大

回流速度可达主流平均速度 多 左右 此外
,

木文还研究了惯性效应 采用时间相关的有限差分

法求出了 。 时非线性方程的数值解 将此数值解和小雷诺数时的分析解进行比 较 表 明
,

当 。《 时惯性效应不大

一
、

方 程 组 和 边 界 条 件

血栓的形成机制是医学界十分关注的一个问题
,

它的解决牵涉到许多复杂的生理 现 象
,

此外
,

由于血栓是在人体内血液流动状态下形成的 所以它也必然和血液流动的一些流体力

学特征发生直接的关系 年 发明一种人工产生血栓的器械
,

这种 器械是 由一

定 口 径的塑料管首尾相接围成一圆圈构成 在塑料管内盛半圈左右的血液 然后以一定角速

度在铅垂平面内旋转 起动后不久就可以在下弯月面地方产生血栓
,

它的构造和人体内形成

的血栓基本一致 最近
,

钱民全制造了一种称

之为旋转皮带环的器械 一塑料环象皮带一样

地套在两皮带轮上 全血放在皮带 的 直 线 段

上 皮带轮以一定角速度旋转
,

几分钟后发现

在下弯月面处也形成了血栓 本文研究竖直毛

细管中有限液柱的粘性流体运动 通过研究试

图搞清下弯月面附近人工血栓形成处的流动特

性
,

为今后进一步研究血栓形成的 机 制 做 准

备

考虑在重力作用下有限长液柱在直毛细管

中的运动 观察表明
,

竖直毛细管内具有两个

口
自由面的有限长液柱在重力

、

表面张力和粘性力的综合作用下很快地趋于等速 下降状态 为
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了方便起见
,

将坐标系取在整体以 的速度向下运动的液柱

上 也是固定在管壁上的绝对坐标系中任一液柱剖面上的

平均速度
,

则管壁以 的速度 向上运动
,

液 柱 内 的流动

是定常的 不难看出
,

管壁以 的速度向上抽动时将带动壁

面附近的粘性流体向上运动 当流体到达上弯月面时
,

由于

自由面的阻挡作用将沿 自由面折回然后沿轴线流下形成如图

所示的回流
,

同样地可以分析出下弯月面处也有回流

现在我们从流体力学基本方程组出发较细致地研究上下

弯月面处回流的流 体 力学特性 —流谱
、

速度场
、

压力场
、

切应力分布及 自由面形状 为了简单起见假设

流体是牛顿
,

粘性不可压缩的

运动是定常的

假设液柱在运动时遗留在管壁上的液层 是 无 限 薄

的

外力是重力 此外在毛细管的 自由面上存在着毛管

力

设液柱的长度为 以 两 弯月面和管壁的交点为液柱

的起止点 取柱坐标系 二 , , 二 卜 、二 、 , ‘
,

捷 、从二
。 二

, 召

尽息联且住耳 利工限仕则 甲
‘
口 发

·

琳 口 , “ ,

下
, 拼口

为特征速度
,

特征长度 特征压力和特征表面张力
,

并令
‘ ,

二 ’
,

又,

。一 。
,

, 。一 。

心
,

, 一 ’孚
,

一 、。
,

‘ 一

斋
,

一平
其中带

“ ‘ ”
的量都是无量纲量 不带

“ ”
,

的是对应的有量 纲 量
, 。 是 戈 ,

方向的速

度分量
,

是压力
,

是表面张力
,

是圆管半径
, “ ,

分别是动力学粘性系数和运动学粘

性系数
, 习 是重力加速度

, 。

是自由面上空气的压力
。

则竖直毛细管中有限长液柱的粘性流

体定常运动满足下列无量纲化的方程和边界条件

、飞‘,‘了“

会
·

令
一‘ 一

器 器 器 令令
“

会
十 ·

令 一餐 器 器
十

令令
一

含
一口一口赵一一日

在 处 一
, 。 ,

在 处 。二
,

在自由面 二 一 干还十 , 处

‘

、

鲜”、 , ” ,
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口” 口
, 。 。 、

口 ”

气二

一 十
一

不 , 一 牛一 打 十 川 一二一一 一 一二一一 二 ,

劣 一 口 口

「 口
,

口” ,

日勺 口
一

口
一 一云厂一 十 一万 一 十 乙 一下二 , 二十 一了丁 十 一不丁一 十 不 万 一

从
工 八 口汤 , 汤

其中 , 代表上下自由面形状所满足的方程
,

在 二 ,

轴上的投影和自由面的 两个主曲率半径

‘
,

价
, , ,

分别是 自由面法向单位向量

它们和 抓 的关系由下式确定

一 土刀了育瓦育
, ·

车
一 十 万不不

, 了卫七 、 二

“ 写 不

, 石厂一 ,

卜 一下不

式一

尸辈 尸杀
’ 一 ‘ ‘ , ’ 一 ‘ , 一 ,

如果 自由面是球面
,

则

,

下面我们假设自由面是球形的

责
一 , ‘ , 尸杀”

一 ””

因此 式成立 应该指出
,

流体层是无限薄的 所以在自由面上 , 是奇异点
,

在该点上
,

由面上的值

由于我们假设壁面上遗留的

速度由 一 连续 地变 到自

方程 一 是一组具有非线性边界条件的非线性方程
,

要求它的分析解或数值解

是比较困难的 为了简化问题我们设法将 自由面上的边界条件线性化 为此我们假设 自由面

与直线相差不大
,

即 不和 车是一阶微量
,

但认为 华是零阶量
,

从而保留了对毛细管液流

而言具有基本重要性的毛管力 将 自由面上满足的 边 界 条 件
, ,

转移到
劣一 干元上满足并忽略高阶小量后得

处 一 ,

二

, 处 。

二 干久处

会
一 。

, 一 ,
。
一 。 会

一的即图

自由面上边界条件线性化后问题有了很大的简化 现在

速度
、

压力和 自由面形状可以分开求了 先在条件 一

下求出方程 的解 “ , 。 , ,

然后再利用 “ 及 根

据 式求出

现在考察一下问题中雷诺数的大小 下面援 引 两 组 数

据

取水为工作 液 体
,

毛 细 管 是 玻 璃 制 的 于 是

拼 克 厘米
·

秒
,

克 厘 米“ , 夕 厘米 秒气

’ 达因 厘米
, 。 ,

尸二 达因 厘米

根据实测资料
,

对管径 厘米而言
,

水 柱下降速度

刃万

闪 和无量纲液柱长之 之间的关系如表 所示 考虑到 几二 时
,

管内全部都是泊
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肃叶剖面
、

重力和粘性力平衡
,

因此

画出了 和 几之 间 的曲线关系

表

,

由此推出几二 时 二 图

, 。 。 ⋯ 。

厘米 秒
·

吕

吐
·

‘ ”
·

,
·

”
·

“
·

取血液及玻璃毛细管 于是 召一 克 厘 米
·

秒 厘米 秒气 二 克

厘米 表面张力 达因 厘米
, 。 根据实测结果我 们 有 几 时 对应

的
,

二
,

由此可见
,

本问题中的 数不太大
,

在几十的范围内 下面我 们首先将惯性项忽略研

究小雷诺数问题 然后再研究惯性效应
,

即雷诺数的影响问题
,

二
、

小雷诺数情形的分析解

在小雷诺数时
,

惯性项可忽略 方程 变成

、‘、‘,,
一

一一
一二丁 十 —口劣 犷 口

‘矛 十 右

其中人是 二 方向的单位向量
,

石是速度 向量 首先
,

我们从压力中抽出静压 十 幻 和静止

时的毛管力
。

一
,

其中 是静止时流体和管壁的接触角 其次从速度中抽出泊肃叶

流动的速度剖面
。 一 十 一 竹 对应地必须在压力中减 去 一 劝 考 虑 到这些

,

我们令
“ 一 一 ,

,

一 义
。 一 ,

、咬‘,

, 一牛 卜
, 。 ‘

’

甘中 ’
,

州
,

’
,

训 分别是回流的速度分量
,

压力和流函数
,

将 代入 及 一

中得
夕

八器
十
令
“石

‘

口 。 ,

口

, ” 处

“ 处

粉产

‘产
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干几处 “ , 二 一 一

日 ,

一二

口劣

,

一
、 , 。 、 一 ⋯ 二

一 吸行 一 劣 十 几 十 一 厂 羊 十 二二
口满

引进 ’使

’ 一生
产 、

, 日
‘

一二犷一
一

二一 】 二 一 二

戈

于是连续性方程 自动满足
,

将 石
‘

写成下列形式

一
‘

冷景
一

餐
一彻丫

些 、十 诊
么 ‘

劣

其中 人
, 曹,

分别是 轴和 犷 轴上的单位向量 将其代入 中的第二式中得

, 一 、

器
一 ,

二

,

令
‘ ,

尹 些
口男

于是 式满足
,

这样问题就化为求双调 和方程
,

的解 ’
,

, 求得后
,

,
,

州
,

’ 及流函数 少 分别按下式计算

丫一告令 子
。, 一

等

卜

显然
,

我们的问题对 , 轴对称 参照文献〔 〕中的做法
,

取满足条件 和 的下列形

式的解

‘ 二 , 二 乙 【
一 〔 “

·

“ ,二 “
·

““ 戈

寿
,

之

吞
十 左 义一

一 不 一、二 二

付。凡

飞 。 ,

了雨
,

飞石

艺 户。二
一立

,

些迈匕
一
丝送左逝工一 一 飞

柔 。 , 。〔
。 , , , 二

孟

其中
, ,

凡 是任意常数
,

。 戈 二 的第 。 个 根 入 。

、

是 阶实变量贝塞函数和虚变量贝塞函数 介
,

是方程

。 二

孟

将 式代入 式
,

容易得到 ’ 和 州 的表达式
,

它们是
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’ 乙
,

〔
一 〔 “

·

“ ,二 “
·

“」 壳
,

掩
。

几
十 声

寿
,

壳
。

大

。 ,

, ,

一 乙
,

、 二 「
。 。 。 ,

飞
一

飞
‘ ”

八伙一几硬多刀 一 一一了江瓦 不万 议瓦万一 」

护二 乙
、

,

〔 ‘
·

“‘ · “
·

“」
, 况

壳
。

又
一

。

介
。

几
飞义丝丛业

, 九
,

兽 。

二一 台力 ”’ ’” 尸“ 义

。

。 二 。 。 ,

、,

几一

令条件 式满足可确定系数 凡
, 利用正弦函数 入 的正交性我们得到

、
阴 十 下二 ,

乙

二

‘‘飞、
,主

, 。 二
几 孟 蕊 ’ , 。

。 。

。

现在我们根据条件 确定系数
, ,

。 户。 , ,

利用贝塞函数的正交性 经过运算后得

,

一 一马 一 十
月 , 之

容易验证条件 是自动满足的
,

于是我们得到了满足所有边界条件的双调和方程的

解
,

式中的
。 , , 二 分别由 和 确定

根据 式
,

经过简单的运算可求得压力 ’ 和流函数 功
‘

的表达 式

’
。

〔
“ 寿劣

一

几 兴爵
十

鬓
一 , 。 ’‘· ”。“ 。 ,

。 。 , , 。
‘

·

‘”,

少 二 乙
, 「一 、

。

,
,

些巨蚁蜂 、
。

丝旦擎典一 招。滩 佗括滩

一 ,
,

, ,

左
。 , 。

洲

乙
。 ,

湘 一

有了 “‘ , , ,‘ , · ,

沪
‘ ,

‘ 一 , 叮 。 二

夕 人丫 卜又万一牙
一

万一又 一 下万厂万二下 万 二一 , 牙二 屯 直
气 夕 丈 。气 价户 乙 。气 。少十 一气 少

“ , 。 , , 势可根据 式求出

现在我们利用条件 确定上下弯月面的形状 显然
,

‘

。 。

二
「 口 ,

厂 划 十 石币 一 一 十
一压丁

‘ 口二 一

, ‘,

一
一

赤卜 “‘ 一 , 一 , 、

斋
考虑到 竺 一 竺

,

草 算及边界条件 二 , ‘

二
,

积分 和 幻

后得到

二 一 卫毕竺 , 一 一
‘

。 , 、 。 , 、 ,

厄了 刀气『夕一刀 , “
区

一 “一
‘
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尸 十

黑二
, “ 一 一

‘

兄
,

。 ‘ 、 , , ‘ 、 。 , 、 , 、 ,

万
一 、行 一 匕 、 一 土夕一 万厂 口 、 少一 刀 、上 少

〔卫誓兰 义
,

。
一 一不厅犷 行 一 石夕

乙

一 , , 。‘犷

其中 一斋
一 提由于回流产生的弯月面形状的变化

‘
这里

二
,

谧
,

几
,

几
。

几 一 几卜 , , 。

乙
, ,

, , ,

万 ’

火 宁万 “ 飞瓦万瓜瓦万于藕议万刀 。 。

‘
·

,

、尹
。 一 厂 。 。 , ” 〕”

。 一 〔 。 ” , ” 〕”

。 ,一 〔· , “ ”

在推导中我们利用了 拟一抓
,

器一器的性质
·

从解中不难看出
,

无量纲速度剖面和压力只和 几有关而和液体的性质及管子的几何参数

无关
,

但自由面形状则严重地依赖于这些因素 下面我们首先计算对所有流体和管径普遍适

用的速度剖面和压力
,

然后再分别水和血液两种情形研究 自由面的形状

我们对 之二 , , , ,

分别计算了速度
、

压力和剪 切 应 力 在 计 算 中 我 们取
, ,

由于 ,
,

诃 的对称性和 ’
,

’的反对称性
,

只须对液柱的一半进行计算

计算表明
,

不论那个 义
,

回流主要发生在离自由面一倍管径的区域内
,

在 此以外
,

回流

消失
,

变成几乎充分发展的泊肃叶流动
,

例如
,

离自由面一倍管径的地方
,

速度剖面巳经是

泊肃叶剖面的 终 由此可见
,

弯月面的影响只波及到离弯月面一倍管经的 地 方
,

为 了突

出回流
,

我们只画出离自由面一倍管径区域内的流线图
,

速度剖面
,

压力剖面和剪切力剖面

结果取 自之
,

但其他 几的结果和 又 几乎完全一样 图 画出了上弯月面 一 《 之 一

区域中固定在固壁坐标系中的 “ 个无量纲速度剖 面 图
·

考察寺
, 一

分的图形发现
,

速

度剖面的基本形态和文献〔 」中团流 情形基本相似 所不同的是
,

由于团流中
二 干久处是固壁

,

流体的速度在那里必须滞止为零
,

而本问题 中是自由面
, “ 但容许 。 取

不等于零的值
,

因此分 在 二一刊 处的强度比团流大
·

具体 地 表 现 为 。 的 最 大 值 可达

毕厂
,

而在团流中只有 左右
,

其次在自由面上回流最大而在团流的固壁附近必须
一 ” ’

, , ‘,
一

协阴
,‘ 百 ’

、 门 “
’

“
一

‘

目 ’ 了‘ , ‘

户 曰 司一 ,勺 尹 、 ”“ , ”砂

一
’‘

一

解、

从最大逐渐滞止为零 由此不难理解在本情形中发展成泊肃叶剖面 的长度要比团流短 例如

二 二 一几十 处厂共
一 二

,

而在团流中只有 左右
‘ 一 了‘ ’ 么

从
’ 一 二 ‘ “ 协 , ”

一

阵叫 山 ”
’ 、 门 ‘ ” 一曰

’
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·

、、、

洲洲
、、、

侧侧
、、、

火火入入
。。

““

⋯⋯

⋯
,‘甘

︸︸﹄﹃

二 一 一 一 一 一 召 一 一 一 一
卜 卜

图

‘‘ 一一, ‘

八八焦草二二二耳二二二二二

图

火火火
、 弓弓弓弓弓弓弓弓

图 画出了固定在管壁

的坐标系中和固定在液柱的

坐标系中的左边 部 分 流 线

图 在与液柱固连的运动坐

标系中可以看到很明显的 回

流 与之对应在与管壁固连

的静止坐标系中
,

流线向管

轴方向漂移
、

而漂移现象主

要发生在离自由面一倍管径

的地方

图 画出了剪切应力和

压力分布图 在 弯 月 面 附

近
,

壁面的剪切力较泊肃叶

剖面的剪应力为大
,

而轴线

附近则较泊肃叶的剪切力为

小 至于压力分布则它和回

流速度 相适应
,

当 向轴

线方向推移时
,

压力逐渐减

少
, 。 就 是在这样的压力梯

度作用下产生的
,

压力梯度

和 。 一样在弯月面上达到最

大值

最后
,

我们讨论上下弯

月面的形状
,

它是和流体性

,二

士︸

﹄︸,

户

图

质及管径有关的 下面分水和血液两种情形讨论

水 取第一节中表 的数据
,

经过计算 的值列在下表

值得注意的是 在写出来的精度范围内
,

尸 与 几有关
,

即无论 对 于 几二
, ,

,

, 。 的结果都是一样的 根据
,

式
, 。 , 使 上弯月面变弯些

,

而使下

弯月面变平些 但改变量 比起 ‘ 来小得多
,

完全可以忽略不计
,

于是我
一心︸咋自一一

们得到确定上下弯月面形状相当精确的近徽公式

,

一 卫璧坚
一

一

‘

尸
· · ,一 〔

几
,

。
蕊万 一 气妙 一 谷
‘ 〕

’一‘’ ,
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根据这个公式
,

我们得到下列计算结果

功
︸

一一一﹄

“

。

’

。

忍

血液
,

取第一节中引出的血液数据 将之代入 式得
。 , , 。

这就是说
,

上弯月面基本上和静止时一样 下弯月面则必须根据重力及泊肃叶 压 力 进 行修

正
。

三
、

惯 性 效 应

现在考虑非线性惯性效应 即如果保留 式中左边的惯性项
,

则它会对解带来多大

的影响 在边界条件 一 下求方程组 的分析解是很困难的
,

下 面 我们采

用行之有效的时间相关有限差分法数值地解此问题 采用涡量 乙和流函数 护为未知函数 于

是对应的不定常问题的方程组和边界条件为

斋
十旦哥工十 夕黔

一

命 器
十

器

器
十

令一令誉一吐

生
一

鱼乳一 兰 、
口

处 叻

处 沪一

‘ 干又处 砂“

一
一戈一

一一
乒﹄其中

应力根据下式求出

亡
,

乙

而二
, “ 下 丽 一

二二二

—
日功
口劣

口刀 口 日
丫‘ 艺

响

万于一
, ”‘ 之一

瓦矛
, 下“‘二 艺下

, 舒“
·
“ 飞瓜

一 十 一

丽一

式中的对流项采用第二迎风格式‘ , 这样 式的差分格式为

卿 一鱿
, 一 △, “ 卜斋

‘

亡 , , , 亡
一 ‘ , , 一 乙

, ,

△劣李

亡, , , , 乙
, , 一 一 互

‘ , , 亡
, , , , 一 亡

, , 一

, △
,

一华书
一

、

其中

△

乙, 一 乙
△

, 一 , , 十 一

斑 —丁一
乙

”

︸,白‘、

一一
户﹄

亡
, ”

‘, 一 , 。

尤
“ 雪 一 雪

△义

。 卜
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乙 “尸

‘ 二 ‘
, 。 ,

亡, 一 ,

亡
。

、
﹄

一一
产﹄

比
, ,

醉寿
‘
分别代表 时段和掩 时段 ‘

,

点上的 互值 我们采用超松弛迭代法 解 劝的

方 程 它的差分公式为

劝全二
‘ 一 ‘一 。 功奢

, , 。 一乏〔再万抓几下 空一
, , 沪牡老

, ,

刀黔
, , 砂全

, ,一 刀矛
, ,

沪令二七

、‘

省,

乒﹄
△二 刀

, , ,

砂气
, , 十

畏条
上

嗡
十

咖
”

, △ 一
, ,

一
具甲 口 , , 挤 再二一

,

。是讼弛囚卞
,

。 , 沙

用时间相关法数值地求定常间题 的解
,

其步骤如下

将 二 , 犷 方向分成 ‘等分和 等分 为了保证格式是稳定的
,

时间步 长 应选成小

于

△ 高界 。二 二

节犷一
勺

吸 一几产 不尸 一下 , 干一
勺

, 于

—
门

一
式口 凸

‘
丛犷‘ ,‘

丛戈 凸犷

取小雷诺数时的解为 的初始分布
,

利用 式求出 一 △ 时 段 区 域内各点

不包括边界 的 乙值 然后再应用 式反复迭代求出 △ 时段区域内各点的 沪值
,

直到

相邻两次迭代值的最大差值不超过
一 “

为止 根据边界条件
,

边界上的 沪是已知的
,

它们都

等于零

按公式

一 如
一

八 , △”

李 , 一 ,

求出固壁上的涡量 其他边界上的涡量都是给定的 然后再 由 式求出
, 。 至此

,

, 二 △ 时段的物理量全部求出

重复上述过程就可以求出 △
,

尔
,

⋯的解
,

一直到相邻两时段总涡量的相对差不

超过
一

伪止
,

这时我们认为已经达到定常状态

利用上述方法我们进行了数值计算
,

取 之一
, ,

将劣方向等分为 点
,

方向

等分为 点
,

取 秒
、

并选小雷诺数时的解为初值 松弛因子取 计算实践表明
,

一一“

明明
、 , 、、 、、、

、、 、、

、、、盯盯
,

门门
、、

去去
、、、
、、、、、

夕夕夕夕夕
,,,,,

一
非线性解

一一 线性解
, 泥二

一 一 召 一 一 一 一 一
,

解很快趋于定常状态
。

经过四个

时段后
,

相邻两时段最大涡量的

相对误差已小 于
,

此时相

邻两时段的所有物理量已有三位

小数是重合的 这时我们认为所

得的就是定常解

图 中我们画出了尺 ,

元 时 非 线 性解的速度剖面
,

同时画出了线性解以资比较

此图清楚地说明
,

当 时
,

非线性解和线性解相差很小
,

最大偏差发生在自由面
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表

一 一 一 一 一 一 一 一

。

。

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

马

一

一

一

‘孟乙介月皿‘厅‘

⋯⋯
︸八八八八八

一 一
,

一
‘

。

一 一 一 一 一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一 体

一

一

一 马

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一 名

一

一

一

一

一

一

一

一

一 马

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一

一 座

一 了

一

一

一

一

一

一

一 后

二峪眨户︸行亡八月

⋯
八︸”八八

叻 少

一一一 一 一 一

‘

‘

一 一 一 一

马

艺

名
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上
,

其他地方几乎完全重合 由此可见
,

在所研究问题的 范围内
,

惯性效应可忽略不计
,

表 我们列出了 。 , 几 时计算出来的 “ , 。 ,

劝值 主要是弯月面附近一倍管径处的

数据 非线性问题解对 轴是不对称的
,

但不对称性很弱
,

所以只引出上弯月面处的数据

四
、

结 论

上下弯月面附近是一个强回流区 最大回流速度可达平均速度的 厂左右

回流区即自由面的影响区主要集中在离自由面一倍管径的地方
,

出了这个区域基本

上是泊扇叶流动

弯月面的形状几乎不受回流的影响 上弯月面和静止时几乎一样
,

下弯月面形状应

根据重力及泊肃叶压力进行修正

非线性惯性效应不大
,

时可忽略不计

本文在完成过程中得到了谈镐生教授亲切的关怀和热情的鼓励
,

作者 向他致以深切的谢

意 此外
,

作者还和徐建军
,

贾复
,

彭荣苏等同志进行过多次有益的讨论 本文的实验是在翁维

良
、

钱穆英等大夫的大力协助下在中医研究院西苑医院进行的 在此
,

作者 向他们一并致谢
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