
与 力 学 学 报 弟 期

轴对称 二维定 常可压 缩

流体湍流边界层的计算
王 应 时

中国科学院力学研究所

提要 本文根据应力张量表示的动量方程
,

推导出了轴对称坐标系中无旋转定常轴对称

流动可压缩湍流边界层的动量方程 可以看出
,

如果流道内流动要全部按粘性流休来处理 , 那

末流道的曲率
, 以及曲率沿流动方向的变化率都不能太大 这一点在巳有文献中都没有论证

根据文中提出的方程组编制了一个计算程序并计算了一个例子
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定义参看图
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在实际流体流动过程中
,

尤其涉及传热
,

传质的情况时
,

粘性的影响非常重要 而大

部分粘性流动过程是湍流流动
,

因此要完善地解决这样的流动过程
,

势必从解湍流流动的

粘性方程组出发 但解这种方程组的计算工作量较大
,

直到六十年代末随着计算方法和

计算机的发展
,

才有可能着手这方面的工作

粘性流动间题可以分为有回流的粘性流动问题和无回流的边界层流动问题 这两类

流动具有不同类型的基本方程
,

其解法和边界条件的处理都不一样 本文主要讨论在

二维轴对称坐标系中可压缩湍流边界层的流场计算

一
、

基本方程组及其内容讨论

可压缩流体在图 所示的轴对称坐标系中进行无旋转轴对称流动时
,

定常状态下的

边界层运动方程组如下 详细推导见附录
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若忽略各成分之间 , 的变化并略去 尸
,

则滞止焙可定义为
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“ 一 , 了 斗

拿
。

,

苍
述这些方程适用于边界层中层流区

,

也适用于边界层中湍流区
,

当应用于湍流边界

层时所有
一

的物理量应以时均值来表示

目前假定湍流边界层在动量
、

传质和传热交换率上
,

象层流边界层 一 样 分 别 满 足

定律
、

定律
、

定律
,

整个边界层内交换系数可用有效值表示
,

即
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、
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在层流区内 脚 , , , 、。 , , 价
。

分别对应于流体的粘性系数
,

数和 数

在湍流区内有效粘性系数采用 的掺混长度概念
,

即
, , “

拜就 〕一 ‘
一

人

口

。

而 。。。 , 和 价
。

分别为湍流有效 数和湍流有效 数

方程
, ,

都是守恒方程的形式
,

等号左边是对流项
,

右边第一项是扩散项
,

第二项是源项 假定源项是已知的或者通过另外的表达式来求得
,

那末上述十个方程正

好可以解出十个未知数 户 , , 人 , , , , , , , , 。 ,

限 , 在解题过程中有关
, 。 , ,, ,

。 。 , 的值可以通过一定的表达式或者通过实验数据获得川

为了求解的方便
,

把上述方程用

函数的概念
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’

就成为典型的有源的抛物线型方程
,

这样原则上就可以采用适合于抛物线型方程的
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数值解法来处理上述方程组

在进一步求解上述方程组前
,

先对上述动量方程进行一些讨论

在轴对称坐标系中推导动量方程时 见附录 先求得的形式是

口
,

公

瓦 十 ““

可 一 可 十
一 亚

击

一

推导过程中只是作了一般的边界层假定 方程 一钓 的适用范围较广
,

它不仅适用

于以轴对称坐标为基础的旋成体表面的边界层流动
,

而且也适用于以圆柱坐标为基础的

射流边界层流动

对于轴对称射流流动的分析
,

一般用圆柱坐标系较好
,

这时边界层厚度与径向长度是

属于同一数量级
,

由此可推得定常状态下轴对称二维射流流动的边界层动量方程
,

丝 二
,

她
‘ 、 办

尸“ 不 尸 石 — 一 石 、‘ , 一 二一
尤

其中 , 和 , 分别为 和 ,
方向的速度分量

比较式 一 与式
,

并参看图
,

可以看出当
, ,

、 时
,

轴对 称曲线正

交坐标系就退缩为圆柱坐标系 式 一 即是式 当然
,

早期 在处理层流

边界层问题时
,

曾通过量级比较把式 一 等号右边第二项不再保留
,

把一个旋成体的边

界层问题
,

在数学上化为一个平面的边界层问题来处理
,

使求解过程获得明显的简化

目前由于采用了数值解
,

通过应用前述方程组建立起来的计算程序
,

不仅可以解旋成体表

面的边界层间题
,

而且可以解轴对称射流流动的边界层间题
,

和平面流动的边界层问题

为了提高整个边界层各区域中的计算准确度
,

在差分方程建立前
,

差分网格的选择是

很重要的 如果简单地采用 一价 坐标系来建立网格
,

那末在 ‘ 值较小区域内
,

由于网格

节点数太少
,

无法把流场的变化明显地表达出来 若为此而加密 诱值的坐标线
,

使 值较

小处在 价方向有较密的节点
,

但在 ‘ 值较大处
,

却有大量的节点是不必要的

有些作者在克服上述困难时
,

曾采用 一 “ 或 一 坐标系
,

本文采用文献

〔 提出的
一

坐标系
,

即 二 一 。 坐标系 这种把正交坐标系中 纵坐标化

为相对值的做法
,

无非是想把网格节点安排成当计算向前推进时
,

每一站上的计算网格节

点具有相同的数目
,

以提高 值较小区域内的计算精确度 根据文献 【

。 兰
甲

二坐
价 一 咖

赢赢

图 坐标系变换用图

这时 二 ,

价
, 。 之间的坐标情况如图 所示 由此得出下列关系式
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其中
,

势一
八‘

碗厂和 动督分别表示经过内外边界上的质量转移率

应用式
,

把守恒方程组
‘ , ‘ , ’ 统一地化成下列通用形式

口少
, , , 、

口中 厂 中、
二尸 十 气 卞 口功 夕 下一 一 ‘ 二了 卞

义 功 口田 、
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。
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一 碗盆一 ,碗厂 沙 一 必
‘ 一 户“ 群 必。 一 价, ‘

而源项 则随着守恒方程的性质变化而含有不同的内容 。

方程性质

动量方程

应变量

传质方程

项的内容

生 业
户“ 劣

里乙

“

能量方程 立 万‘二当丛生一

一互 、旦心全耳
日。 必, 一 必, 叮丙。

口。

方程 仍是抛物线型方程
,

下面通过建立差分方程来求得这气方程的数值解

二
、

差分方程的建立及其解法

在流场中取一有限控制容积如图 所示
,

然后在这一有限控制容积所定义的范围内

进行积分来建立差分方程 用这种方法比之用 级数展开来建立差分方程无论从满

足守恒方程的物理概念
,

以及防止出现数学上的严重误差均有明显的好处田

根据附录 差分方程如下

冲 十 十 少 十 小少 一 十 一 少沪一 孕 一 必。 一 小 一

十
“ 厂口

口沙
少 一 必。

经简化后成为
中 一 刀少

一
卜 必 一 十 ‘

其中

表中能量方程的源项是令 价川 一 加“ 后推得的
,
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对于动量守恒方程由于源项处理的内容不同 见附录 得到对应于式 的差分

方程形式为
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其中

、 一
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气一匕曰、一吗一气鱼
十

鱼 十

一 凡

一
一三纽二红

,

一
根据附录中推导可知方程 是六点的

隐式差分格式
,

它具有任何推进步长都稳定

的特性

由方程 代表的线性代数方程组的系

数组成一个三对角线矩阵
,

通过迭代法求解

为此把式 再进一步简化为

必‘ 叭

其中

粼粼璐璐
并并戴泛泛

图 控制容积

· ‘

一 ‘ 一

‘ , ‘

一 ‘ 一

, , 刀 中 ,

由于 口 ,

和 必 ,

是由边界条件决定
,

当边界上不给出 毋 与 毋 十 ,

值时
,

则它们的系数

为零 这就在理论上解决了求解的问题

当节点取得比较密时
,

图 中巾值的线性分布假定 在 必 一 。 平面上 对于流场内各

点已满足计算精度的要求 但由于靠近边界上
,
巾值变化较陡

,

如果仍采用边界上真值的

线性变化
,

便会引起失真
,

尤其当需要求得有关边界上的通量值和物理量的传递率时
,

就

要引起很大误差 因为在求这些值时
,

需要用到 必在边界上的梯度
,

而这一梯度不能以边

界上的真实 少 ,

值以及其邻近节点处 必 值简单地以线性变化来代替 参看图 因此在

边界层求解过程中
,

就提出了边界上的滑动值间题 也即可以根据不同的边界上 中值的

分布曲线
,

求出滑动值 少 或 丸十 ,

具体求法可以参看文献 〔

由于计算滑动值时要考虑到边界上 “ 值的分布情况
,

因此边界上 “ 值分布曲线的形

状直接影响到边界层流动计算结果的正确性 由于靠近边界 “ 值非常小
,

从守恒方程组
, ,

可以看出 二 方向的对流影响可以忽略
,

这就把靠近 边 界 的 流 动 简化为

流动的模型 根据边界上 流动的特性可以导出 “ 值以及 毋值分布曲线指
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曰多 曰弓 铲 曰“ 公 柑 ‘ 拐

。之 。、 ,

图 滑动值定义

数值

关于源项 的处理 对于预先给定 立 分布的流动
,

可以直接应用上述过程进行
叉众业众

解题 但对于

就比较复杂

的分布要在流动过程中决定的问题 例如约束通道的边界层流动问题

产格来讲
,

应该根据迭代计算来解决 孪 的分布值
,

这样在流场内必须保
戈

留 与求 立 有关的全部参数
,

而且要进行多次迭代 这样无论计算时间和要求的储存单

元都显著增加
,

把原来用推进形式求解抛物线型方程的优点即时间短
、

储存单元少
,

全部

取消了 为此采用了一种近似的方法

根据一维流动的连续方程和动量方程可推得 办 的表达式如下
尤

生 剑
一

月 击 户
粗、
血

些骊一
一

厂一
一一一

业击

由状态方程知

一 业
户

即一声

汉 南云

泣分 法男

一删一矛翻一众玩一
一

尸一
一

蒯一布一

﹃
打扩男一碑

所以

其中

一 ·

、
·

, 。
,

于 一 二 · 、
·

。、

对于低马赫数气体流动
,

可以忽视压力对密度的影响
,

上式等号右边分母中第二项就

不存在

关于 要尝的物理意义
,

譬如讨论一个扩压器流动问题
·

当计算进行到

一
。

时
,
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发现算出的结果是流体没有充满整个扩压器断面
,

这说明原始给定的 瓮不对
,

理应重新

假设瓮来求得流体的流动断面
,

直到与扩压器的断面吻合为止
·

目前没有采用此法
,

而

是让计算继续前进到 ·

一
但这时采用的影响贵值的 穿值是用下式计算

击

,

一 、 ,

业而
也就是说把前一站

。

中所欠的

一 才“

值
,

在下一站 面积变化影响中

补偿一部分 在实际计算中应该采用式 , 的部分值

只有这样才能防止计算所得的 , 的不稳定性

在采用上述方法时
,

应该注意始终要使 , 。

与

比较接近
,

最好能在某些边界点上相等
,

否则算出的流场

其近似性就毫无意义 参看图

式 的部分值采用多少
,

应根据试算过程中检查
才 , , 。 与 ‘ ,

的接近程度而定
,

对于接近直管的扩压流 图 , 的物理含义

动
,

可以采用 一 的修正系数 对于扩压较快的扩压器
,

修正系数应取得很刁域分段

给定修正系数

三
、

计算程序的内容和计算实例

根据上述内容编制了计算程序
,

由于篇幅所限
,

有关程序的框图和具体内容从略 程

序利用的计算机是 机

曾使用本程序计算了一个环形扩压器

图 关于沿轴向的静压变化
,

计算值

与实验值比较示于图中
,

结果还较接近

,,,,,,,,,,,

尹产产

尹尹尹尹尹尹尹尹 弓弓 卜 勺勺卜尸尸

夕尸尸尸
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口口口 脚

巧八八

口用气气

全长

⋯
气流方 向向

一一一一一一 均卜卜

丫丫一一

卜、卜卜

对对对对对称轴轴

图 计 算 实 例

—
一实验值 —计算值 扩压器沿轴向静压变化 环形扩压器几何图形
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四
、

结 束 语

本文根据文献 〔 以应力张量表示的动量方程推导出轴对称坐标系中无旋转定常轴

对称流动可压缩湍流边界层的动量方程
,

通过推导和讨论可以清楚地看出
,

方程
‘

同

样方程
’ , ‘

和方程 不仅适用于解旋成体表面的边界层问题
,

而且也 适 用 于

解轴对称射流流动的边界层问题

在文献 〔 的基础上
,

经本文部份修改后的计算程序
,

通过实例验算证明可适用于下

述两种情况
、

当整个流道内流动要按粘性来处理时
,

如果流道壁面的曲率不是太大
,

沿流动方

向曲率变化也不是太大
,

整个流场可按本方法进行计算
、

如果流道曲率变化较大
,

那末一定要把本计算方法和主流中的无粘性流动结合起

来计算

附录 连续方程和动量方程的推导

当可压缩粘性流体在当间作定常流动时 、其连续方程和动量方程 不存在彻体力时 如下

,
·

刀 二 一

, 件 卜
、 ‘二 只 冬 , ,

、 ‘ , 尸

一

按照文献 〔」中介绍的向量和张量运算内容
,

对于在轴对称坐标系中 图 进行的无旋转轴对称流动
,

考虑到

尺
, 卜 , , 二 , ,, 二 ,

、 , 丫 。 二、 二 、 。 卜 ,
、

、 、 。 、 , 二二 , 、

天“ 和 “ ’

咬汁 很小
,

那末 人 一 ‘ , 方声 ‘ , 人‘ 一
,

对应于 “ ,

月
, 了 的坐标为 ‘ , , “ ,

对应于速度矢 的分量

为 。 , 。 , 。 , , 。 , 二 ,

而且所有变量在 口方向的变化均可略去“ ,

由此
,

连续方程写成如下形式

晨
, 二卜备

, 二卜
。

而 方向的动量分方程为

山 口“ 尤 ,, 口盯 ,, 丹 丹
“ 三丁 十 沙 万下 一下万一 十 , 万一 十 汀 二 、 一 二一 十 汀二 一下一

‘产八 , ‘

应力张量 叮 和粘性应力张量 丁 之间有下列关系式
丫‘ , 汀护, 占‘ , 夕

其中 占,, 是 , 、 占
,

故得

“ 口“

气犷 十 夕 二刃 ,

口 口

丫 , , 了 , 、 了 , 、

一 , 二一 不 忿 , 十 下
口工 ,

尸

丹

刃
一 十 工三』

夕

〔‘ 各 丁口。 寻

夕 犷

一即一山一
一

根据 对边界层的假定
,

上述方程可简化为

口“ 口 菩

“

丽 十 脚百
丁二 ,

口

行 口户

一于一
‘ , 一 万芬

一

在考虑了曲率的影响后
,

可得到 方向的动量分方程为

户
气忿子一 二二

万
胡

一
尸 口夕

因此

生 巫
、门 、

口夕 一 ,

由于边界层厚度是属于 占 级
,

故实际边界层中沿 方向的静压差可以忽视
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根据无旋转轴对称流动的条件
,

以及通过量级比较
,

可知 夕方向的动量分方程已不存在
、,

一
, 二 二 , 。 一 。

, ‘ 二 , 。 , 、 , 二 二 一 一一 一 , 。 、 。 ,’ , , , 、

刀 间怕西见份 不 衣不 百 二 , , 间阿 专瓜到 ‘ 。含 万不尸
户

州二万丁 下丁 四刀浴 力 刊 静庄左 刁 忍现儿 只 八妙 一 少
, 矛 , 、矛魂 ‘

可化 为
‘

下式

山
,

山 口了 会

脚 丽 , 砂 可 一 可 宁 一下一 ‘ 一 万
一

口 “ , 、 户
, 万二丁 十 夕 石丁 一 代丁 互犷戈百厂 一 芍丁

甘‘ 。 , , “ 占

关于传质方程 刀 和能量方程 厂勺 均可按上述同样步骤推导出
,

不再复述

附录 差分方程的推导原则

建立差分方程时
, 。 一 。 和 。

一 的关系如图 所示分别采用线性和阶 形分布
,

有关 晶中的 。值则采用下

游 二 。 上的 必 值
,

这样可保证差分运算的稳定性 ” ’,

而系数
, 石 , 。 则从上游

二

处的 中值来求得 然 后按方程

各项对整个控制容积进行积分来建立该方程的差分格式

源项 对应于不同的守恒方程有不同的内容 对于传质与能凰守恒方程
,

假定在整个控制容积内 值是均匀的

而且都等于 值 即无论 一 。 或 一二 变化都是阶梯形变化

对于动量守恒方程
,

对应的 中 值是 “ 由于 “ 值的计算结果同时要影响传质和能量守恒方程的解
,

因此动量守值

方程的源项分布假定得比较精确一些就显得重要 现假定 一 。 的变化在网格节点间是线性变化
,

而 一 的变化在

网格节点间是阶梯形变化

根据上述原则可推导出传质或能量守恒方程的差分方程

。。 , , 。, 。 一 。 一 , 。
一

, 一 。 。 一 。 一 二

箫
。

。。 一 。

其中

。 生 一一兰些华二

些之, 一
,

“

斗 又 一 夕又田 寸 一 田 一夕 。 一 。。一
车〔‘ ’“ 身
呀 又田口 一 毋 。一少

小 舔 一几 一 万

。 一 功 。一

一 。 。。 一 。 一

。 , 〕 一 。

。 。。一 句

一 。。 一 。子 一 万 。。 一 。。
一令

一一肠

呼

一
‘

一 。 。 一 。一

。 一已一甲 甄
, 戈工 一 万“

一一立些二卫里上一一 少

二 一 。 仁田 。 一 , 。一夕

幻 目 。。 一 。。一 。。 一 。。

二

乳 画砰二 。。 。。 一“

同样也可推导出对应于动量守恒方程的差分方程
“ 。 。 。 。刀 一 二 , 。 。 一 “ 一 ‘ 一 一 。 二 , ’。一

其中
, , , 窟一 , , , 。 如上

,

而

二 一止共一 孪、 迎生上二竺竺、
, “ 奋 毋 一 山 一

, 二二二 丁一 一写一 纽 , 一 户
, 石 忿 笼
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、 田 。 一 。 。一 、
, 丁

一
育 一 吸 了

一
汁 。 一 石一 忍 之 。 切 口 卜 一 〔口 一

「 ￡ , 一 。 〕 三

———

—
卜十

—
, ‘ 卜厂 “ 切 口 一 山 〕一 ‘

门月

。

一 合知

一卫一一

。 一 ￡。

〕 一 仍 〕

勿价 一 。。
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